Problema saptamaéanii 27.

Aratati ca exista o multime infinita de numere naturale cu proprietatea ca nicio
submultime finita a ei nu are suma elementelor patrat perfect.

Concursul revistei KoMalL, ianuarie 2013, pb. B. 4506., propusa de P. Kutas

Solutia 1:
Ideea: Daca am ales numerele naturale 0 < z; < z9 < ... < x,, astfel Incat suma
elementelor oricarei submultimi a multimii {z1, 2o, ..., 2, } sa nu fie patrat perfect,

il alegem pe x,,1 ,,mult mai mare decat numerele deja alese”.

De exemplu, putem porni cu x; = 2 (sau orice numar care nu este patrat perfect),
apoi definim z,,1 = (r; + T2+ ... +1,)> +1,Vn > 1.

Orice submultime finita a multimii (infinite) M = {1, x9,...} are proprietatea
dorita:

Daca x, cu n > 1 este cel mai mare element al unei submultimi finite oarecari,
atunci suma elementelor submultimii este cel putin z,, = (z1+z2+...+2,_1)*+1si
cel mult 1 +zo+. . .+ Ty 1+7, = (T1+T2+. . ATy 1)? +(T1+ T2+ AT, 1)+l <
(x1+x2+. . .+, 1+1)% deci este cuprinsd intre doud patrate perfecte consecutive,
prin urmare nu poate fi patrat perfect.

Solutia 2:

Ideea: Alegem elementele multimii de o anumita forma, astfel incat forma acestora
sa nu permita niciunei submultimi finite sa aiba suma elementelor patrat perfect.
Alegem elementele ca puteri impare distincte ale lui 2 (sau ale oricarui alt numar
prim). Putem, de pild&, alege M = {2!,23 2% ...} (sau orice submul{ime infinita
a acesteia).

Daca S = {220+l 92+l 92+l egte o submultime finita a lui M, cu a; <
as < ... < a,, atunci suma elementelor lui S este divizibila cu 22?1+ dar nu si cu
220142 deci nu este patrat perfect.

Varianta: (Radu Popescu)

Putem alege multimea M = {3 -10%* | k € N}. Suma numerelor din orice
submultime finitd a lui M va fi un numar de forma 10% - s, unde s este un numar
care are ultima cifra 3. Prin urmare nici s, nici 10% - s nu este patrat perfect.



