Problema saptamaéanii 26.

Fie ag < a; < as < ... un gir crescator infinit de numere naturale nenule.
Demonstrati ca exista un unic numar natural nenul n pentru care
ag+ay+as+ ...+ ay,

Ay < < Gpe1-
n

Solutie: (Problema a fost data in noiembrie la un test prin corespondenta adresat
juniorilor francezi. Solutia de mai jos este cea de acolo.)

Pentru m > 1 definim d,, = ag + a1 + ... + a,, — ma,,.

In mod evident, inegalitatea din stanga revine la d, > 0. Pe de alta parte,
dpy1 = a9+ ay + ... + a, —nayy1, deci inegalitatea din dreapta se traduce prin
dpy1 < 0. Prin urmare, avem de aratat ca exista un unic n € N* pentru care
dni1 <0< d,, ceea ce ne face sa studiem variatia sirului (d,,).

Pentru orice m, avem d,1 — d,, = m(am, — apme1) < 0 deoarece girul (a,,) este
strict crescitor. In plus, avem d; = ag > 0.

Astfel, (d,,) este un gir strict descrescator de numere intregi, cu primul termen
pozitiv. Este clar ca de la un rang termenii sirului (d,,) vor deveni mai mici sau
egali cu 0. Alegem n > 1 rangul ultimului termen pozitiv al sirului (d,,). Atunci
dnt1 < 0 < d, si acest n este unicul cu proprietatea ceruta.

Remarca: Ipoteza ca numerele sa fie naturale nenule poate fi slabita un pic, dar
nu se poate renunta complet la ea. Asa cum observa Alex Girban, este suficient sa
existe un k£ > 0 astfel incat a,,41 — a,, > k, Vm € N i concluzia se pastreaza.

Insa daca punem ,,reale pozitive” sau chiar ,,rationale pozitive” in loc de ,,natu-

rale”, concluzia nu mai ramane valabila, dupa cum rezulta din exemplul urmator:

sirul (a,,) definit prin a,, = 2 — oo M > 0, este un sir strict crescator de numere

ag+ay+as+ ...+ ay,
n

rationale pozitive, dar > 2> apq, Vn € N%.



