Problema saptamaéanii 23.

Numerele naturale nenule a si b, scrise in baza 10, se pot obtine unul din altul prin
schimbarea ordinii cifrelor. Demonstrati ca:

a) numerele 2a gi 2b au aceeagi suma a cifrelor;
a . b

b) daca a si b sunt numere pare, atunci numerele 3 si g au aceeagi suma a cifrelor.

Kvant

Solutie:

Notam cu s(x) suma cifrelor numarului natural .

a) (Razvan Puscasu)

Daca un numar ¢ are my cifre de 0, m; cifre de 1 gi aga mai departe, prin inmultire
cu 2, se obtine numarul 2c¢ care, daca n-ar exista treceri peste ordin, ar avea mg+ms
cifre de 0, m;+myg cifre de 2, mo+my cifre de 4, ms+mg cifre de 6 si my—+myg cifre de
8. Suma cifrelor sale ar fi atunci 2(my +mg)+4(ma+mz)+6(mg+ms)+8(my+my).
Daca luam acum in considerare trecerile peste ordin, acestea sunt egale de fiecare
data cu 1 gi nu genereaza alte treceri peste ordin (adica ultima cifra a lui 2t +1 este
cu 1 mai mare decat ultima cifra a lui 2¢). Prin urmare, suma cifrelor lui 2¢ este
2(my + mg) + 4(mg + mz) + 6(mg + mg) + 8(my +mg) + N, unde N este numarul
trecerilor peste ordin, adica numarul cifrelor > 5, deci ms + mg + my + mg + my.
Putem scrie ca s(2¢) = 2my + 4mgy + 6ms + 8my + ms + 3mg + Smy + Tmg + 9myg.
Prin urmare, suma cifrelor lui 2¢ depinde numai de numarul cifrelor de fiecare fel
ale lui ¢, nu gi de ordinea acestora, de unde concluzia.

Altfel:

Observam ca s(2¢) = 2s(c) — 9N (c), unde N(c) este numarul de cifre > 5 ale lui ¢
(numarul trecerilor peste ordin).

intr—adevér, daca ¢ = ajas...a, cand efectuam produsul c- 2, fiecare cifra a; a lui
¢ va fi inlocuita cu:

e daca nu avem trecere peste ordin de la inmultirea cu 2 a lui a;,, atunci cu 2aq;
(daca a; < 5) sau cu 2a; — 10 (daca a; > 5)

e daca avem trecere peste ordin de la inmultirea cu 2 a lui a;y; atunci cu 2a; + 1
(daca a; < 5) sau cu 2a; — 10+ 1 (daca a; > 5).

Prin urmare, s(2¢) = s(¢) — 10N (¢) + N(¢) = s(¢) — 9N (c).

Si aceasta formula arata clar ca s(2¢) depinde numai de care anume sunt cifrele lui
¢, nu si de ordinea acestora.

b) (Paul Becsi, Alex Girban)

Daca a = 2¢, b = 2d, atunci avem de aratat ca S(c) = S(d). Dar S(a) = S(b), deci
avem de aratat ca N(c¢) = N(d). Dar numarul de treceri peste ordin la inmultirea
cu 2 a unui numar x se afla ugor: este tocmai numarul de cifre impare ale lui 2z.



Cum a = 2c¢ i b = 2d au acelasi numar de cifre impare, concluzia rezulta imediat.

Deoarece s(c) = s(10c¢), rezulta ca s (g) =5 (g) < s(ba) = s(5b). Reformulata,

problema a fost data la Scoala cu Ceas 1n 2013.
Va prezentam enuntul si solutiile de acolo:

Demonstrati ca daca numerele a si b difera numai prin ordinea cifrelor lor, atunci
suma cifrelor numerelor 5a gi 5b este aceeasi.

Kvant

Solutia 1:
Vom arata ca daca a = T,,T,_1 ... T2, atunci suma cifrelor numarului 5a este

3 [Z]4sv ),

k=1

unde N reprezinta numarul de cifre impare din scrierea zecimala a lui a. De aici
rezulta in mod evident ca aceasta suma nu depinde de ordinea cifrelor numarului
a, de unde concluzia.

Calculand 5a = 10a : 2 = z,2,_1...22210 : 2, constatam ca ba are prima cifra

'/'r v A~ A v . v - N v
[771], urmatoarele calculandu-se impartind fie numarul x,_;...x.2,0 la 2 daca

T, este par, fie numarul 1z,_;...222,0 la 2 daca x,, este impar. In primul caz
10 + X,
2

} . Continuam acest precedeu (algoritmul impartirii) pana cand ajungem

v PR . Tp—1 . N .
urmatoarea cifra a lui 5a este [T] , iar in cazul al doilea ea este [

Tn-1

5+ |
la determinarea ultimei cifre a lui 10a : 2. Aceasta va fi fie 0 daca z; a fost par, fie
5 daca x; a fost impar. Am demonstrat astfel relatia ().

Solutia 2: Relatia (%) poate fi demonstrata si scriind z; = yi + 2 pentru fiecare
ke {1,2,...,n}, unde y, = 2 [%], iar zp = 0 daca zy este par si 2, = 1 daca xy

este impar. Asadar N dintre cifrele z; sunt egale cu 1, celelalte 0.
Atunci ba = 10a : 2 = yYpYn_1 ... Yoy10 : 24+ 2,21 ... 22210 : 2 ().

Deoarece y,y,_1 . .. y21y10 are toate cifrele pare, este usor de vazut ca

YnYn_1---Yoy10 : 2 are suma cifrelor Z [%} Numarul z,2,-1...22210 : 2 =

k=1
D+ ZnzZn_1... 2221 are toate cifrele 0 sau 5, deci suma cifrelor sale va fi 5/V.

Mai ramane sa remarcam ca numarul ¥, y,_1 ... y2y10 : 2 are toate cifrele mai mici
decat 5, deci la efectuarea sumei (#*) nu exista trecere peste ordin, ceea ce implica
faptul ca suma cifrelor lui 5a este suma dintre suma cifrelor celor doi termeni ai




sumei, adica Z [%} + 5N.
k=

Remarca: Cu reformularea subpunctului b), problema cere, in doua cazuri par-
ticulare, k = 2 ¢i k = 5, sa aratam ca daca a si b difera numai prin ordinea cifrelor,
atunci s(ka) = s(kb). Ce este atat de special cu aceste numere, 2 si 57 Are oare
loc proprietatea pentru, sa zicem, k = 37

De ce nu functioneaza rationamentul de mai jos (copy-paste dupa cel de la a)):

Daca un numar ¢ are my cifre de 0, m; cifre de 1 gi aga mai departe, prin inmultire
cu 3, se obtine numarul 3¢ care, daca nu tinem cont de trecerile peste ordin, ar
avea my cifre de 0, m; cifre de 3, my cifre de 6, ms cifre de 9, my cifre de 2, ms
cifre 5, mg cifre 8, my cifre 1, mg cifre 4 si mg cifre 7. Suma cifrelor sale ar fi atunci
3my + 6my + 9ms + 2my + dms + 8meg + my + 4dmg + 7mg. Daca luam acum in
considerare trecerile peste ordin, acestea sunt egale cu 1 pentru cifrele 4, 5, 6 si cu
2 pentru cifrele 7, 8 i 9. Prin urmare, suma cifrelor lui 3¢ este 3m; 4+ 6ms + 9ms +
2m4 + 5m5 + 8m6 +my + 4m8 + 7m9 + (m4 + ms + mﬁ) + 2(m7 + mg + mg). Prin
urmare, suma cifrelor lui 3¢ depinde numai de numarul cifrelor de fiecare fel ale lui
¢, nu si de ordinea acestora, de unde concluzia.

Problema este ca nu mai este intotdeauna adevarat ca ultima cifra a lui 3t + 1 este
cu 1 mai mare decat ultima cifra a lui 3¢, ori acest lucru arata ca trecerile peste
ordin pot genera noi treceri peste ordin. De exemplu 43 si 34 au aceleasi cifre, dar
5(3-43) = 14249 = 12, iar s(3-34) = 1+0+2 = 3. Observati cum ce se intampla
la iInmultirea cu 3 a cifrei 3: pentru 43 va da 9, pentru 34, din cauza transferului,
va produce cifra 0.

Cheia e ca la inmultirea cu 2 obtinem numai cifre pare si treceri peste ordin maxim
1, ori cifra para+1 < 9, deci trecerea peste ordin nu genereaza noi treceri peste
ordin (in afara celor generate de inmultire). La inmultirea cu 5 obtinem numai
cifre 0 sau 5 i treceri peste ordin cel mult 4, deci iarasi adunarea ¢+t cu c € {0,5}
site€{0,1,2,3,4} are rezultat cel mult 9.



