Problema saptamaéanii 22.

FieneN,n>2 sz, xo, ..., 2, >0cuzizg ... x, =1. Aratati ca
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Gazeta Matematica seria B, nr. 6-7-8/2016, problema 27256
Problema este o consecinta a unei probleme date de Gheorghe Eckstein si Vasile
Cirtoaje la un baraj de seniori din 1999':

Fie x1, zo, ..., x, numere reale pozitive cu 125 - ... - x, = 1. Aratati ca
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Solutie:

Inegalitatea se scrie echivalent
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care adunate duc la cea de mai sus. Intr-adevar, din inegalitatea mediilor, x; ™ +

Vom demonstra ca
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(n—1)/T1Zy . Tp—1Thg1 - - - Tn = (N — 1)z, ", ceea ce conduce imediat la inegali-
tatea de mai sus.
Egalitatea are loc daca toate numerele sunt egale cu 1.

lvezi de pilda cartea Old and New Inequalities, de Titu Andreescu, Gabriel Dospinescu, Vasile
Cirtoaje, Mircea Lascu, Ed. GIL, 2004, problema 84



Problema saptamanii rezulta din cea de mai sus de exemplu astfel:

e aplicam problema de mai sus numerelor x1, z, . .., Ty, L1, T2, . .., T, (2n numere
pozitive cu produsul 1). Cum fiecare din cei doi termeni apare de doua ori,
impartind cu 2 obtinem concluzia.

SAU

e adaptam demonstratia de mai sus:

(solutie trimisa de Titu Zvonaru)

Vom demonstra inegalitatea in cazul mai general xxs...2, > 1.

Inegalitatea se scrie echivalent

Din inegalitatea mediilor,
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Prin adunare cu inegalitatile analoage se obtine concluzia.
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e (0 idee a lui Paul Becsi)
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Scriem cunoscuta ingalitate < - | =4 = | pentru numerele a = x;, +n — 1
a+b " 4\a b

si b = n, obtinand
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Scrind aceste relatii pentru £ = 1,2,...,n si folosind inegalitatea de la baraj se
obtine tocmai inegalitatea dorita.

Va prezentam si o solutie bazata pe o alta idee:
Solutie (Alezandru Mihalcu)

Rescriem inegalitatea de demonstrat, ca in solutiile de mai sus,
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Daca a > 0 este un numar fixat si x,y > 0, avem
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Intr-adevir, ultima inegalitate se scrie echivalent

a(z —1)(y — 1)(zy — a®)
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Daca exista vreun numar x; > a = 2n — 1, atunci avem deja —n =T > 3
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Daca toate numerele sunt mai mici decat a = 2n — 1, alegand z = z; > 1 si
y = x; < 1 si folosind inegalitatea de mai sus, se vede ca daca inlocuim z; si
x; cu x;x; si 1, expresia din membrul stang al inegalitatii (1) scade, iar produsul
numerelor nu se schimba. Acest proces de inlocuire este mereu posibil (cata vreme
exista numere subunitare exista gi supraunitare si invers) si continua atata timp
cat exista numere diferite de 1 (Numarul numerelor diferite de 1 scade cu cel putin
1 la fiecare pas, deci la un moment dat procesul de inlocuire se termina.) La final,

1
toate numerele sunt egale cu 1, iar suma din membrul stang da tocmai 3



