Problema saptamaéanii 21.

Un dreptunghi (2m — 1) x (2n — 1), unde m, n > 4 sunt numere naturale, trebuie
pavat cu dale de urmatoarele doua tipuri:
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(Liniile punctate impart dalele in patratele 1 x 1.) Dalele pot fi rotite si simetrizate.
Fiecare dala trebie sa acopere exact 3 sau 4 dintre patratelele 1 x 1 ale dreptunghiu-
lui, fiecare patrat 1 x 1 fiind acoperit de exact o dala, iar dalele nu se pot suprapune
si nici depasi suprafata dreptunghiului.

Care este numarul minim de dale necesar pavarii dreptunghiului?
Concursul Putnam 2016, problema A4

Solutie:

Numerotam liniile dreptunghiului de la 1 la 2m — 1 si coloanele tablei de la 1 la
2n — 1.

Coloram patratelele aflate pe linii impare si coloane impare ca in figura de mai jos.

Orice dala va acoperi cel mult un patratel colorat. Sunt mn asemenea patratele,
deci este nevoie de cel putin mn dale.

S& aratam acum ca un dreptunghi (2m — 1) x (2n — 1), m, n > 4, poate fi pavat
cu mn asemenea dale.

Pentru m = n = 4 (dreptunghiul este in acest caz un patrat 7 x 7), o posibila
pavare este cea indicata mai jos.
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(Aceasta pavare nu este unica, dar orice alta pavare trebuie sa foloseasca o dala de
primul tip si 15 dale de tipul II. intr—adevér, folosind a dale de primul tip si b dale
de tipul II, trebuie sa avem a 4+ b = 16 si aria acoperita de dale este 49 = 4a + 3b.
De aici rezulta imediat ca a = 1 i b = 15.)

Revenind la tabla (2m — 1) x (2n — 1), o descompunem in m — 4 dreptunghiuri
2 x (2n — 1), un patrat 7 x 7 i n — 4 dreptunghiuri 7 x 2.

Am vazut cum putem pava patratul 7 x 7 cu 16 dale.

Putem pava orice dreptunghi 2 x (2k — 1) sau (2k — 1) x 2 cu k dale ca mai jos:
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Astfel, vom obtine o pavare a dreptunghiului (2m —1) x (2n—1) cu (m —4) -n+
16 4+ (n —4) - 4 = mn dale.

In concluzie, am demonstrat ca, pe de-o parte, pentru pavare avem nevoie de cel
putin mn dale si ca, pe de alta parte, acest numar de dale este suficient. Asadar
minimul cautat este mn.

Comentariu: Ne-am putea pune problema: ce se intampla daca dreptunghiul are
(cel putin) o dimensiune mai mica decat 77

Evident, pentru m = 1 dreptunghiul (2m — 1) x (2n — 1) nu poate fi pavat. Pentru
m = 3, colorarea de mai sus arata ca ar trebui sa avem cel putin 2n dale in pavare,
dar aceste dale ar acoperi (in total) cel putin 6n patratele, ori dreptunghiul are
numai 6n — 3. Asadar si pentru un dreptunghi 3 x (2n — 1) pavarea este imposibla.
In fine, pentru dreptunghiul 5 x (2n — 1), argumentul cu colorarea arata ca avem
nevoie de cel putin 3n dale. Acestea ocupa minim 9n patratele, deci trebuie ca aria
dreptunghiului sa fie cel putin 9n. Din 5(2n — 1) > 9n rezulta ca n > 5. Asadar
nici dreptunghiurile 5 x 5 gi 5 X 7 nu pot fi pavate.



Acelasi calcul arata ca un dreptunghi 5 x 9 ar trebui pavat folosind numai dale de
tipul II, lucru posibil dupa cum se vede din figura de mai jos:
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Am vazut ca orice dreptunghi 5 x 2 poate fi pavat cu 3 dale. Descompunénd drep-
tunghiul 5 X (2n — 1) (n > 5) intr-un dreptunghi 5 x 9 gi n — 5 dreptunghiuri 5 x 2,
obtinem pentru acest dreptunghi o pavare cu 15 + 3(n — 5) = 3n dale. Asadar
raspunsul ,,mn” este valabil in toate cazurile in care pavarea este posibila.

O problema asemanatoare apare pe ShL. JBMO 2010.



