Problema saptamaéanii 20.

Patrulaterul ABC'D este inscris intr-un cerc de centru O. Diagonalele AC' si BD
nu trec prin O. Daca centrul cercului circumscris triunghiului AOC' se afla pe
dreapta BD, demonstrati ca centrul cercului circumscris triunghiului BOD se afla
pe dreapta AC.

Solutia 1:

Daca P si @ sunt centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor AOC', respectiv
BOD, iar E este punctul de intersectie a diagonalelor patrulaterului ABCD, atunci
E este centrul radical al celor trei cercuri (intersectia celor trei axe radicale). Cum
axa radicala a doua cercuri este perpendiculara pe linia centrelor, avem ca BD L
0Q,0F L PQsi AC L. PO. Cum P € BD,avem PE | OQ i OF L PQ, deci F
este ortocentrul triunghiului PO@. Rezulta ca punctul @) se afla pe perpendicuara

din E pe OP, adica pe AC.

Solutia 2:

Inversiunea in raport cu cercul de centru O transforma cercul circumscris triunghi-
ului AOC in dreapta AC si dreapta BD in cercul circumscris triunghiului BOD.
Atunci, cu notatiile de la Solutia 1, avem ca @Q € AC < AC L ©(BOD) &
®(A0C) L BD & P € BD. (Unghiul dintre o dreapta si un cerc care se in-
tersecteaza este unghiul ascutit sau drept dintre dreapta si tangenta intr-unul din
punctele de intersectie dintre dreapta si cerc. Inversiunea pastreaza unghiurile,
deci pastreaza perpendicularitatea.)

Solutia 3:
Se poate folosi urmatoarea lema:



Daca % este un cerc fix, iar P este un punct fix diferit de centrul cercului, iar
dreapta variabila d care trece prin P (dar nu si prin O) intersecteaza cercul in
punctele B si D, atunci locul geometric al centrului cercului circumscris triunghi-
ului OBD este inclus intr-o dreapta (perpendiculara pe OP).

O problema asemanatoare
s-a dat luna trecutd (decembrie 2016) la un test la Centrul de Excelenta din
Timigoara:

Problema 3. Fie vy, v si 3 trei cercuri care au un punct comun P gi se mai
intersecteaza in punctele A € y5,N~3, B € 73N~ si C' € 71 N~,. Daca dreapta BP
trece prin centrul cercului 7, §i dreapta C'P trece prin centrul cercului 73, aratati
ca dreapta AP trece prin centrul cercului ~;.

Mihai Chis
Solutie:
Fie O1, O5 si O3 centrele cercurilor vy, 7, §i respectiv ~s.
Cum 0,0, L PC, 0,03 1. PB, O3 € PC si Oy € PB, P este punctul de
intersectie a Inaltimilor din Oy si O3 in triunghiul O;0,03, deci este ortocentrul
acestui triunghi. Rezulta ca O;P L O503. Cum i AP L 0,03, rezulta ca punctele
A, P si O; sunt coliniare.

O generalizare a celor doua probleme:



Fie 71, 72 si 3 trei cercuri avand centrele Oy, O, i respectiv Os, necoliniare. Daca
O; se afla pe axa radicala a cercurilor v, §i 73, iar O, se afla pe axa radicala a
cercurilor v; si 73, atunci O3 se afla pe axa radicala a cercurilor ~; si ¥s.

Demonstratia este analoaga cu cele ale cazurilor particulare prezentate mai sus.



