PROBLEMA SAPTAMANII 2

Fie k£ un numar natural nenul. Determinati numarul maxim de dale avand forma
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formate din patru patratele care se pot ageza pe o tabla (2k + 1) x (2k + 1) astfel
incat dalele sa nu se suprapuna si sa nu depageasca suprafata tablei. Dalele pot fi
rotite.

Solutie:

Raspunsul este k2.

S& aratam mai intai ca putem plasa k? dale pe tabla. impér’gim tabla in k benzi
dreptunghiulare, 2 x (2k+1), o banda 1 x (2k+ 1) ramanand nefolosita. Pe fiecare
banda putem plasa cate k dale asezate in aceeasi pozitie. In total, vom aseza
asadar k? dale.

Acum aratam ci nu putem plasa mai mult de k% dale pe tabla. Scriem alter-
nativ 0,1,0,1,...,0 in patratele din randurile impare si tot alternativ numerele
2,3,2,3,...,2 1n patratele din randurile pare. Observam ca oricare dala am folosi
si in orice pozitie am plasa-o, ea ocupa exact o cifra de fiecare fel. Cum exista doar
k? patrate cu numarul 3, putem plasa cel mult k? dale.

Comentarii:

Aceasta problema este una de evaluare-exemplu: trebuie ghicit rezultatul R, de-
monstrata o estimare de tipul ,,;mai mult de R nu se poate”, apoi dat un ezemplu
care sa arate ca rezultatul R chiar este posibil.

Un capitol intreg dedicat acestui tip de probleme, inclusiv un caz particular al
acestei probleme, gasiti in cursul meu de combinatorica (vezi sectiunea omonima,
paragraful de teorie).

Apoi, aceasta este o problema de colorare. Fie din arii, fie colorand in tabla de sah,
se vede ugor ci putem pune cel mult k2 + k piese, dar incercand si ddm exemplu,
nu pare sa mearga. Colorarea in tabla de sah are marele avantaj ca putem spune
ceva precis: indiferent cum vine plasata o dala, ea ocupa doua patratele albe si
doua negre. Dar informatia, desi precisa, este insuficienta. O informatie mai buna
obtinem colorand randurile alternativ, incepand si terminand cu randuri negre.
Ramane adevarat ca orice dala va avea doua patratele albe si doua negre. De asta
data exista o mare diferenta intre numarul patratelelor albe de pe tabla si al celor
negre. Totusi, nici aceastd diferentd nu este suficientd: sunt k(2k + 1) patratele
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albe. Cum fiecare dala are dous, putem avea cel mult k? + [51 dale. Dar avem
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exemplu doar pentru k2 dale pe tabla.

Dimensiunea impara a tablei este cea care sugereaza colorarea cu 4 culori (0, 1,2, 3)
din solutia de mai sus. Avem (k+ 1)? patratele cu numarul 0, k(k + 1) cu numérul
1, tot atatea cu numarul 2 si &% cu numéarul 3.

Sigur, am fi putut economisi vopsea: colorand numai patratelele aflate pe linii pare
si coloane pare (cele marcate cu 3 in solutie), constatim ci am colorat k% patritele
si ca fiecare dala ocupa exact unul colorat, deci putem avea cel mult k? dale.

Alte probleme pe aceeasi idee gasiti tot in cursul meu de combinatorica.



