Problema saptamaéanii 19.

Naomi i Tom joaca un joc in care Naomi muta prima. Ei aleg alternativ cate un
numar natural de la 1 la 100 pe care niciunul dintre ei nu l-a ales anterior. Un
jucator pierde daca, dupa randul lui, suma numerelor alese de cei doi jucatori nu
se scrie ca diferenta de patrate perfecte. Stabiliti daca vreunul din jucatori are
strategie castigatoare i daca da, care?

Olimpiada Marea Britanie, turul 1, 2016-2017

Comentarii:

Problema a fost data pe 2 decembrie in cadrul ,,Round 1”7 a BMO.

Subiectele le gasiti la adresa https://bmos.ukmt.org.uk/home/bmo1-2017.pdf
Parerea mea este ca merita studiate. Va recomand mai ales ultimele trei probleme.
Timp de o luna, filmulete cu comentarii asupra solutiilor sunt disponibile la adresa:
https://bmos.ukmt.org.uk/solutions/bmo1-2017/

Daca stapaniti limba engleza, vi le recomand cu caldura, chiar daca solutiile prob-
lemelor 3 si 6 nu mi se par cele mai naturale.

Pentru cei care nu stapanesc limba engleza, urmeaza prezentarea a doua solutii
preluate din materialul video, apoi a unei a treia solutii care nu apare acolo.

Preliminarii:
Teorema: Un numar se scrie ca diferenta de patrate perfecte daca si numai daca
nu da restul 2 la impartirea cu 4.

Demonstratie:

Orice numar impar 2k + 1 se scrie (k + 1) — k2.

Orice multiplu de 4, 4k, se scrie (k +1)? — (k — 1)%

Numerele de forma 4k + 2 nu se scru ca diferents de patrate pentru ca a? — b? =
(a—0b)(a+0b), daca este par, atunci numerele a si b au aceeasi paritate, deci ambele
paranteze sunt pare, prin urmare a®> — b? este divizibil cu 4.

In concluzie: un jucator pierde daca lasa o suma de forma 4k + 2.

O a doua observatie importanta: cineva trebuie sa aiba strategie castigatoare pen-
tru ca cineva pierde. In cel mai rau caz dupa efectuarea a 100 de mutari, suma
este de forma 4k+2. Intr-adevar, 1+2+...4+100 = 5050 da rest 2 la impartirea cu 4.

Solutia 1:

Primul jucator (Naomi) are strategie castigatoare. La inceput ea alege un numar
divizibil cu 4. Strategia ei este sa faca mereu ca suma sa fie un multiplu de 4. Daca
al doilea jucator alege un numar de forma 4k+1, ea alege un numar de forma 4k+3
si invers. Deoarece sunt cate 25 de aceste forme (adica la fel de multe), daca Tom
poate alege un asemenea numar, atunci si Naomi are replica. Daca Tom alege
un numar de forma 4k, atunci si Naomi alege un numar de aceeasi forma (dupa



alegerea initiala a lui Naomi, au ramas 24 de numere de aceasta forma, deci, daca
Tom poate alege un numar de aceasta forma, atunci si Naomi poate raspunde cu
,,aceeasi moneda”). In fine, daci Tom alege un numdr de forma 4k + 2, el (tocmai)
pierde pentru ca face suma sa fie de forma 4k + 2. Prin urmare, Naomi poate
mereu muta astfel ca suma numerelor alese sa fie multiplu de 4, adica diferenta de
patrate si, deoarece in baza observatiei de mai sus, cineva trebuie sa piarda pana
la urma, Tom va pierde.

Solutia 2:

Naomi castiga, alegand numere astfel ca suma numerelor alese sa fie mereu mul-
tiplu de 100. Astfel, la inceput ea alege numarul 100, dupa care strategia ei este
ca daca Tom alege numarul n, ea sa aleaga numarul 100 — n. Sa observam ca
daca vreodata Tom alege numarul 50 el tocmai pierde (deci numarul 100 — n ales
de Naomi va fi mereu diferit de numarul n ales de Tom). In plus, nu se poate ca
numarul 100 — n pe care ar trebui sa-1 aleaga Naomi sa fi fost ales anterior pentru
ca atunci si n ar fi fost ales anterior i deci Tom nu ar fi putut alege numarul n.
In concluzie, Naomi are mereu mutare buna, deci cel care pierde va fi Tom.

Solutia 3:

Naomi castiga pentru ca ... nu pierde, iar cineva pierde, deci acel cineva este Tom.
intr—adevér, cata vreme Naomi are la dispozitie numere care fac parte din clase de
resturi diferite modulo 4, ea poate alege mereu un numar potrivit.

Sa presupunem ca Naomi ar urma la mutare intr-un moment in care nu mai sunt
disponibile decat numere care dau restul r la impartirea cu 4. Fiind randul lui
Naomi, mai exista un numar par de numere nealese, sa zicem 2j. Suma acestora
este 2jr (mod 4), deci suma lasata de Tom este 5050 —2jr (mod 4). Aceasta suma
fiind para, daca Tom nu a pierdut, inseamna ca ea este divizibila cu 4, deci j si
r sunt impare. Prin urmare, suma lasata de Naomi va fi impara (deci diferenta
de patrate) - adica, daca Tom ajunge s-o forteze pe Naomi sa facd mutari de un
anume fel (modulo 4), mutarile ei sunt in mod cert bune. Cu alte cuvinte: Naomi
ori are de ales, ori este fortata sa faca o mutare ,,buna”.



