Problema saptamaéanii 15.

2™ pietricele sunt grupate in cateva gramezi. Putem efectua urmatoarea operatie:
alegem doua gramezi, una cu a pietrecele si una cu b pietricele, apoi, daca a > b,
mutam b pietricele din prima gramada in cea de-a doua. Aratati ca, repetand
operatia de un numar convenabil de ori, putem aduna toate pietricelele intr-o sin-
gura gramada.

Solutia 1:

Vom demonstra afirmatia prin inductie dupa n.

Cazurile n = 0 gi n = 1 sunt triviale.

Presupunem afirmatia adevarata pentru 2" pietricele si o demonstram pentru 2"+
pietricele.

Sa observam mai ntai ca existd un numar par de gramezi (posibil 0) care contin
un numar impar de pietricele. Putem grupa aceste gramezi in perechi. In cadrul
fiecarei perechi efectuam operatia. Dupa efectuarea cate unei operatii in fiecare
pereche de asemenea gramezi, vom ajunge la situatia in care fiecare gramada va
contine un numar par de pietricele. Astfel, in fiecare gramada, putem grupa piet-
ricelele in perechi. Lipim pietricelele care fac parte din aceeasi pereche. Vom obtine
astfel 2" pietricele (mai mari), impartite in gramezi. Din ipoteza de inductie gtim
ca putem regrupa pietricelele acestea intr-o singura gramada, ceea ce inseamna
ca putem regrupa pietricelele initiale intr-o singura gramada (o operatie la nivelul
pietricelelor mai mari este de fapt o operatie la nivelul pietricelelor mici).

Solutia 2: (Radu Popescu)

Consideram m gramezi si notam cu aq, as, ..., a, numarul de pietricele din fiecare
gramada.
Reordonand eventual gramezile, putem presupune a; < as < ... < a,,. In plus,

avem ai + as + ...+ a, = 2"

Procedeul propus pentru reducerea la o singura gramada este urmatorul:

O ,,etapa” consta din urmatorii m — 1 pasi:

- Aplicam operatia gramezilor cu a; si as pietricele care astfel vor avea 2ay, respectiv
as — aq pietricele.

- Deoarece a1 < as < az = 0 < ay—a; < az—ay < az, putem aplica operatia pentru
gramada cu ay —a; pietricele obtinuta la pasul anterior si cea cu as pietricele. Dupa
efectuarea operatiei obtinem 2(as — a1) pietricele in prima gramada si a3 — as + a;
in cea de-a doua (lucru valabil §i daca as — a; = 0, caz in care, de fapt, la acest
pas nu facem nicio operatjie).

- La pasul k£ (2 < k < m) aplicam operatia gramezii cu ax — ag_1 + ax_o + ... +
(—1)*~1a; obtinute in urma pasului anterior si gramezii cu ay,; pietricele.

Dupa efectuarea fiecarei etape, reordonam gramezile in ordinea crescatoare a nu-
marului de pietricele, renuntand la eventualele gramezi cu 0 pietricele. Vom avea,
laragi, aj <ay <...<ap cup<m,sia +ay+...+a,=2" Repetam ,etapa”



(cei p — 1 pagi).

Sa demonstram ca acest procedeu asigura strangerea tuturor pietricelelor intr-o
singura gramada.

Fie kyn cea mai micd valoare pentru care 2% divide toate numerele ay, as, ..., a,
(p > 1) inainte de aplicarea unei etape. Atunci primele p — 1 numere obtinute prin
aplicarea etapei sunt de forma 2z, unde = sunt numere divizibile cu 2= deci
numerele obtinute vor fi numere divizibile cu 2¥mi»*1 Deoarece si numarul total
de pietricele, 27, este divizibil cu 2¥=n+1 rezulta c& si numarul de pietricele din
ultima gramada este divizibil cu 2¥=n+1  Agadar, dupa fiecare etapi ky,i, creste
cu cel putin 1, deci dupa cel mult n etape procedeul se sfarseste. Pe de alta parte,
procedeul descris mai sus continua atata timp cat mai sunt cel putin doua gramezi,
deci el se sfargeste atunci cand toate pietricelele ajung intr-o singura gramada.



