Problema saptamaéanii 14.

Spunem ca un numar natural n > 2 este bun daca numerele naturale nenule se pot
colora cu n culori astfel incat culorile numerelor a, 2a, 3a, ..., na sa fie distincte
doua cate doua pentru orice numar natural nenul a.

a) Aratati ca 2 gi 3 sunt numere bune.

b) Aratati ca daca n + 1 este numar prim, atunci n este bun.

c) Aratati ca daca 2n + 1 este numar prim, atunci n este bun.

d) Aratati ca 7 este bun.

Remarca: Problema determinarii tuturor numerelor bune este o problema des-
chisa. Cel mai mic numar despre care nu se stie daca este bun sau nu este 195.

Solutie si comentarii:

a) Pentru a arata ca n = 2 este bun, putem colora numerele astfel: reprezentam
orice numar natural nenul sub forma 2™ - k, cu k impar. (Reprezentarea este
unicd.) Coloram cu o culoare numerele care au exponentul lui 2 numar par si cu
cealalta culoare numerele care au exponentul lui 2 impar. Daca a = 2™ - k, atunci
2a = 2™t . k. Cum numerele m si m + 1 au paritati diferite, a si 2a vor avea culori
diferite.

O alta colorare posibila pentru n = 2: reprezentam numerele naturale sub forma
3™ . p, cu (p,3) = 1. Din nou, reprezentarea este unica. Coloram cu o culoare
numerele care au p = 1 (mod 3) si cu cealalta culoare numerele care au p = 2
(mod 3). (Cum (p,3) = 1, orice numar va fi colorat cu una din cele doua cu-
lori.) Este ugor de vazut ca daca a = 3™ - p, cu (p,3) = 1, atunci 2a = 3™ - 2p si,
cum p si 2p dau resturi diferite la impartirea cu 3, numerele a i 2a au culori diferite.

In general, se pot colora arbitrar numerele impare cu doua culori, apoi numarul
2™ . k va fi colorat cu culoarea lui k& daca m este par si cu culoarea diferita de cea
a lui k daca m este impar.

S# aratam acum ca n = 3 este bun. Reprezentam orice numar sub forma 2%-3%-m,
cua,3,m €N, (m,6) = 1. Folosim culoarea 1 pentru numerele de forma 2%-3%-m
cua—f =2 (mod 3), coloarea 2 pentru numerele de forma 2%-37-mcua—f =1
(mod 3) si culoarea 3 pentru numerele de forma 2% -3° -m cu a — 3 =0 (mod 3).
(Ideea este: atunci cand inmultesc un a cu 2 si cu 3, ma intereseaza exponentii lui
2 gi ai lui 3 in descompunerile numerelor a, 2a si 3a. Uitandu-ma la exponenti, tre-
buie sa colorez perechile de numere naturale astfel incat perechile («, ), (a+1, 3)
si (o, B+ 1) sa fie colorate diferit.)

Incd un exemplu: pentru n = 4 putem:



e reprezenta numerele sub forma 5™ - p, cu (p,5) = 1 gi colora numerele in functie
de restul impartirii lui p la 5 (restul nu poate fi 0, deci vom avea nevoie de 4 culori),
sau

e reprezentam numerele sub forma 2% - 3% - m si le coloram in functie de restul
impartirii lui a — S la 4.

b)! Fie p = n + 1. Din ipotezd, p este numar prim. Putem colora numerele astfel:
orice numar natural nenul N se scrie in mod unic sub forma N = p* - ¢, unde
¢, k € N, (¢,p) = 1. Vom colora numarul N = p* - ¢ cu culoarea cu numéarul c,
unde c este restul impartirii lui ¢ la p, c € {1,2,...,p —1}.

Vom demonstra ca aceasta colorare satisface conditia din enunt. Fie a € N*. Vom
arata ca numerele a, 2a, ..., (p— 1)a sunt colorate cu p — 1 culori diferite. Daca
a=pr-q,unde q, k €N, (¢,p) = 1, atunci, pentru j € {1,2,...,p—1}, ja = p*-jq,
iar (jg,p) = 1. Vom arata ca numerele jg dau resturi diferite la impartirea prin p.
Intr-adevir, daci J1-qsijo-q, 1 <71 <jp<p-—1, dau acelasi rest la impartirea
cu p, atunci p | (j2 — j1)g. Dar (p,q) = 1, iar 0 < js — j; < p, deci presupunerea
facuta duce la contradictie.

In concluzie, cu colorarea ficuti, numerele a, 2a, 3a, ... | (p—1)a au culori diferite
pentru orice a.

c) Fie p = 2n + 1. Din ipoteza, p este numar prim. Putem colora numerele astfel:
orice numar natural nenul N se scrie in mod unic sub forma N = p* - ¢, unde
¢, k € N, (¢g,p) = 1. Vom colora numarul N = p* - ¢ cu culoarea cu numarul
c€e€{1,2,...,n}, unde c este fie restul impartirii lui ¢ la p (daca ¢ da un rest < n
la impartirea la p), fie restul impartirii lui p — ¢ la p (daca ¢ da un rest > n la
impartirea la p).

Vom demonstra ca aceasta colorare satisface conditia din enunt. Fie a € N*. Vom

arata ca numerele a, 2a, ..., na sunt colorate cu n culori diferite. Dacd a = p”* - ¢,
unde ¢, k € N, (¢,p) = 1, atunci, pentru j € {1,2,...,n}, ja = p* - jq, iar
(jg,p) = 1. Vom arata ca numerele a, 2a, ..., na au culori diferite. Intr-adevar,

daca ji-a sijo-a, 1 < j; # jo < n, ar avea aceeasi culoare, atunci fie j1q i jaq
dau acelasi rest la impartirea cu p, fie j1q si p — jog dau acelasi rest la impartirea
cu p, adica fie p | (jo — j1)g, fie p | (2 +j1)g. Dar (p,q) = 1, iar —p < jo £ j1 <p
si Jo £ j2 # 0, deci presupunerea facuta duce la contradictie.

In concluzie, cu colorarea facuta, numerele a, 2a, 3a, ..., na au culori diferite
pentru orice a, adica n este numar bun.

d)? Reprezentdm orice numéar natural nenul a sub forma a = 2% 3Y 5% 7% - b, unde
x, ¥y, z, w, b sunt numere naturale, iar b nu este divizibil cu niciunul din numerele
prime 2, 3, 551 7. Vom colora numarul a in functie de restul impartirii la 7 al expre-
siei 2x+3y+ z+6w. Astfel, am colorat toate numerele naturale nenule cu cate una

I Enuntul a fost preluat din revista K6MalL, aprilie, 2010.
2 Enuntul si solutia au fost preluate din revista KéMal, aprilie, 2010.



din ,,culorile” 0, 1,2, 3,4,5,6. Aceasta colorare satisface conditiile din enunt pentru
ca, daca s = 2z + 3y + z + 6w, atunci numerele a, 2a, 3a, 4a, ba, 6a, Ta, vor avea
culoarea data de resturile impartirii la 7 a numerelor s, s+2, s+3, s+4, s+1, s+5,
respectiv s + 6. Aceste 7 numere dau resturi diferite la impartirea cu 7, deci vor fi
colorate cu 7 culori diferite.

Nota: Astfel de colorari, bazate pe restul impartirii la 7 a unei combinatii ,,po-
trivite” a exponentilor factorilor primi mai mici sau egali cu n, au putut fi gasite
in fiecare caz particular, dar o forma generala a acestora nu a putut fi gasita. Am
vazut ca pentru n = 3 si n = 4 exponentii ,,relevanti” sunt cei ai factorilor primi 2
si 3, notati o §i B si ca acea combinatie ,,potrivita” a putut fi aleasa, atat pentru
n = 3 cat si pentru n = 4, s = a — . Pentru n = 7 au contat exponentii nu-
merelor prime 2, 3, 5 gi 7, iar combinatia lor ,,potrivita” a fost s = 2x+3y+ 2+ 6w.

Diverse comentarii suplimentare legate de aceasta problema gasiti aici:
http://mathoverflow.net/questions/26358 / can-we-color-z-with-n-colors-such-that-a-2a-
na-all-have-different-color



