Problema saptamaéanii 13.

Fie a, b, ¢ numere reale pozitive. Determinati toate solutiile reale (x,y,z) ale

sistemului
ar + by = (x — y)?
by +cz = (y — 2)*
cz+ar=(z—1z)%
Olimpiada Balcanica de Matematica, 1984
Solutia 1:

Adunand cele trei ecuatii, obtinem 2(ax +by +cz) = 2(z2? +y* + 2% — 2y —yz — 21),
adica ax + by + cz = 2% + y? + 22 — 1y — yz — zz. De aici, scizand din aceasti
relatie, pe rand, fiecare din ecuatiile din enunt, ajungem la:

ar = (r—y)(x—z2) = ar(z—y)=(r—y)(y—2)(z—2)
by=Wy—2)y—2) = bylr—2)=@—-y)y—2)(z—2)
cz=(z—x)(z—y) = czxly—2z)=(r—y)ly—2)(z—x).

P
Notand P = (z—y)(y—z)(z —x), obtinem x(z —y) = — si analoagele. Adunandu-
a

1 1 1
le, ajungem la P (— + 7 + —> =0, deci P =0.
a c

Daca, de exemplu, z — y = 0, din relatiile de mai sus obtinem z = 0 si y = 0, apoi
din ecuatiile din enunt cd 2 € {0, c}. Obtinem solutiile (0,0,0) si (0,0, ¢).
In mod similar, in celelalte cazuri, se mai obtin solutile (a,0,0) si (0,5,0).

Solutia 2:

Putem presupune z < y < z. Din ecuatiile az = (x —y)(z — 2), by = (y — 2)(y — x)
si cz = (z — x)(z — y) care se deduc ca mai sus, obtinem ca ax > 0, by < 0 si
cz > 0. Cum a, b, ¢ sunt numere pozitive, deducem ca 0 < xr < y < 0. Rezulta
cax =y =0gicafie z=0, fie z =c. Considerand si celelalte ordini posibile ale
numerelor x, y, z, obtinem celelalte solutii.

Solutia 3:
Sistemul format din ecuatiile ar = (v —y)(z — 2), by = (y — 2)(y — 2) §i cz =
(z—x)(z—y) poate fi rezolvat cu ceva perseverenta: si notam u = z—z siv = y—z.
az=u(u—v—a)
Atunci sistemul devine ¢ bz = v (v —u — b) (%)
cz = uv
Analizam patru cazuri.

Cazul 1. u=v = 0. Din (%) rezulta x = y = z = 0, obtinandu-se solutia (0,0,0).

Cazul 2. u = 0 i v # 0. Deducem imediat x = z = 0, iar cea de-a doua ecuatie din
(%) devine v —u — b = 0, de unde y = b. Obtinem astfel solutia (0, b,0).
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Cazul 3. u # 0 si v = 0. Ca in cazul precedent obtinem solutia (a,0,0).

Cazul 4. u # 0 i v # 0. Din sistem rezulta

a uUu—v—a

c v
si

b_v—u—b

c U '

Aceste egalitati conduc la sistemul:

cu—(a+c)v=ac
(b+c)u—cv=—bc

Obtinem u = v = —¢, deci z = ¢ si * = y = 0. Astfel obtinem si ultima
solutie, (0,0, ¢).

Solutile au fost preluate de pe AoPS:
http://www.artofproblemsolving.com/community/c6h145341p822805



