Problema saptamaéanii 10.

Daca n este un numar natural mai mare ca 2, scriem toate numerele naturale mai
mici decat n i prime cu n in ordine crescatoare: a; < as < ... < @G,, apoi formam
sumele:*

S$1=0Q1,8 =A1 +Q2, ... , 8, = QA1 + Q2 + ...+ Q.

Cate din aceste sume sunt divizibile cu n daca:

a) n este un numar prim impar?

b) n este patratul unui numar prim impar?

¢) n este o putere nenula a unui numar prim impar?

Solutie:
Raspunsul la ambele intrebari este 1.
o . . . S k(k+1)
a) Daca n este prim, atunci m =n — 1 gi ap = k, Vk = 1,m, s, = ———— este

divizibil cu n daca gi numai daca £ = n — 1, deci exista o singura suma divizibla
cu n.

b) Dacd n = p?, numerele relativ prime cu n sunt cele nedivizibile cu p. Aranjam
numerele mai mici ca n, prime cu n intr-un tabel de forma

17 27 ) p_17
p+17 p+27 3 p+p_17
plp—=1)+1, plp—1)+2, , plp—1)+p—1

Este usor de vazut ca suma numerelor din fiecare rand al tabelului este divizibila
cu p si ca nicio suma partiala a unei linii (avand drept termeni primele k£ < p — 1
numere de pe linie) nu este divizibila cu p. Astfel, singurele sume care sunt divizi-
bile cu p sunt cele care contin numai linii complete. Suma numerelor din primele

-1 k(k—-1 -1
kliniiestek~p(p2 )+ (2 )~p(p—1):kQ‘p(pT),careestedivizibilécu

p? daci si numai daca p | k?, adicd p | k, ceea ce se intampla numai daca k = p,
adica numai atunci cand adunam toate numerele din tabel.

c¢) Dacid n = p’, aranjdm numerele relativ prime cu n intr-un tabel similar cu cel
de mai sus (cu p’~! linii). Pentru ca o suma partiald si fie divizibila cu p trebuie,
ca mai sus, sa luam randuri intregi. Suma numerelor din primele k randuri este
tot 12 - p(p2— 1)

si este divizibild cu n = p/ daci si numai daca p’~! | k%, Notand
1= EJ , conditia precedentd revine la p’ | k. Convin urmitoarele valori ale lui k:

) . o ) o — 1
pt, 20, ..., pP 7 pt adica p? ! valori, sau p® valori, unde o = VTJ

! Desigur, m = o(n), unde ¢ este indicatorul lui Euler.



Comentarii

Ne putem pune problema generala, aceea de a determina pentru un numar natural
nenul oarecare n, numarul sumelor divizibile cu n.

Putem afla ugor raspunsul in numeroase cazuri particulare, dar oare se poate da
un raspuns in cazul general?

Pentru n =1, s; = 1, deci avem o suma ,,buna”.

Pentru n = 2 avem doar s; = 1 care nu este divizibila cu 2.

n = 2 este singurul numar natural nenul pentru care aceasta suma este 0.
Intr-adevir, daci n > 2, atunci (k,n) = 1< (n—k, n) = 1 aratd ci daci k apare

printre termenii sumei, atunci si n — k apare. Cum 5 nu apare (nu este prim cu

n daca n > 2), putem grupa termenii sumei in perechi cu suma n. Suma acestor
perechi va fi divizibila cu n, deci sy, (suma toata) este o suma ,,buna”.
Pentrun = 2p, cu p > 2 numar prim, termenii sunt 1,3,5,...,p—2,p+2, ..., 2p—1.
Sumele de forma 14+ 3 + ...+ (2n — 1) cu 2n — 1 < p sunt egale cu n? si nu sunt
divizibile cu p, iar sumele 1 +3+ ...+ (2n — 1) cu 2n — 1 > p sunt egale cu n> —p
si sunt divizibile cu p numai daca n = p. Prin urmare, pentru aceste numere avem
o singura suma ,,buna’”.

Pentru puterile lui 2 (mai mari decat 2), avem o singura suma buna.



