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A PATRA OLIMPIADA BALCANICA DE MATEMATICA
PENTRU JUNIORI
MACEDONIA, 21 - 25 IUNIE 2000
de Dan Branzei si Dinu Serbiinescu

Concursul a avut loc in oragul Ohrid, in ziua de 23 iunie 2000, intre

orele 10:00 — 14:30. Concurentilor li s-au propus spre rezolvare urmitoarele
probleme:

Enunturi

1. Fie x, y numere intregi astfel incat x’ + 3 + (x + y)* + 30xy = 2000.
Demonstrati ca are loc x + y = 10,

2. Gisiti toate numerele naturale n, n > 1, incit »* + 3" si fie patratul
unui numdr intreg.

3. Un semicerc de diametru EF
agezat pe latura BC a triunghiului 4BC este Q P
tangent la AB, AC in punctele O, P aga cum
se aratd in figurd. Demonstrati ¢ punctul K B
comun lui EP gi FQ apartine inaltimii din A4 E F
a triunghiului ABC.

Problema 4. La un turneu de tenis au participat de doua ori mai multi
biieti decit fete. Fiecare pereche de participan{i a jucat exact o data (si nu au
fost rezuitate egale). Raportul intre numarul victoriilor obtinute de fete fata de
cele obtinute de biieti a fost 7 : 5. Cati participanti au fost la acest turneu?

Solutii

1. Avem X’ +y’ + (x + y)° + 30xy — 2000 = 2(x + y) - 3xy - 3x +
+ 30xy — 2000 = 2[(x + y)’ ~ 1000} = 3xp(x + y - 10) = (x + y — 10)(2((x + y)* +
+10(x + y) + 100) - 3xp) = (x + y — 10)(2x* + xy + 2" + 20x + 20y + 200).
Deoarece 2x° + xy + 2)° + 20x + 20y + 200 = (x* + xp + y*) + (x’ + 20x + 100) +

+ (y° + 20y + 100) =-})—(x2 + 7+ (x + y)) + (x + 100> + (¢ + 10)* > 0, rezulta



x+y=10.
2 Notimcum’=n*+3"  me N = (m-nm+n)=3"=Jke N
m—n=3

astfel incat L
m+n=3"

Cumm-n<m+n=>¥<3*=2n-%>0=2n-2k21.

Daca n — 2k = 1, atunci 2n = 3% - 3* = 3%3" % . 1) = 353" — 1), deci
n=3"=2k+1 Rezulta k=0 i k=1 (pentru m > 2 se arati prin inductie ci
3">2m+1)sidecin=1saun=3.

Daca n -2k > 1, atunci n — 2k > 2 sau k< n — k- 2. Deci 3* < 3"* de
unde 2n =3 -3 >3 _3F 2= 3232 =8 3 ISR + 2n—k—-2)) =
= 16n - 16k — 24 & 8k + 12 2 Tn. Pe de altéd parte, n 2 2k + 2 = Tn 2 14k + 14,
imposibil. in consecinta, valorile cdutate ale lui n sunt 1 1 3.

3. Fie O cenfrul semicercului §i H
proiectia lui pe K pe BC. Consideram cazul
0 € (HF). Unghiul EPF este inscris in semi-
cerc, deci este drept, ca §1 «KKHF, rezulta ca
KHFP este patrulater inscriptibil. Obtinem

«KHP = «KFP =%F@ - -;—«cQOP. Din congruenta AAOP = AA0Q (1.C.)

rezulta £40P = «A0OQ :-;{QOP = «KHP = «AOP. Prin complementaritate

rezultd ci «PHO = «PAO, deci APOH este patrulater inscriptibil. Rezuitd ca
«AHO este unghi drept, deci A L L BC, de unde K € AH.

Cazul O € (EH) se trateaza analog. Situatia / = O atrage imediat faptul
ci AABC e isoscel si concluzia rezulta imediat.

Propunem cititorului gasirea unei solutii analitice (de exemplu, O - ori-
ginea reperului, OC — axa absciselor, OF = 1, P (cos a, sin a), O (cos b, sin b),
AP:xcosa + ysina=1 etc.).

4. Notam cu » numdrul fetelor. Atunci 2n este numdérul baietilor, 3n este

_3n(3n-1)

numairul participantilor §i C f,, AR este numirul total al meciurilor. Nu-
mirul de victorii ale baietilor reprezinta -1-5-2— din total, deci -%Cf,, = w

Meciurile jucate intre baieti au fost C f,, = ?ﬁ(-z?n:ﬁ =n(2n—-1) si sunt conside-



5n(3n-1)

rate ca victorii ale baietilor. Prin urmare 2n(2n-1) & 15n-52

> 16n -8 < 3 2 n. in plus, 2’—(3—:;1-1

€ N = 8{n(3n - 1). Analizand cazunle

n=1,n=2sin= 3 rezultd ci n = 3 si deci numirul de participanti este 9.

La aceastd Olimpiada elevii roméani au obtinut urmatoarele rezultate:
Raicu Claudiu, 40 de puncte si medalie de aur; Romanescu Rdzvan, 30 de
puncte; Pascu luliana, 31 de puncte; Danet Tiberiu, 29 de puncte, tofi trei
medaliati cu argint, si Chirild Cezar, 27 de puncte si medalie de bronz.

Intr-o ierarhie (neoficiala) a celor 9 ari participante, Roménia a ocupat
locul 3 cu 160 de puncte, dupd Turcia (191 de puncte) i Bulgaria (165 puncte).

Elevii romani au obfinut 50 de puncte la problema 1 (maximul posibil),
47 la a doua, 20 la cea de-a treia §i 43 la ultima. (Remarcdm cu tristefe ca
»~punctul forte* al elevilor olimpici romani — geometria — a devenit punctul slab.
Ne exprimam speranta ci nu acestea vor fi rezultatele reformei invatamantului).
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