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Enunturi si Solutii — juniori

Prima zi — 13 ianuarie 2005

1. Pe o tabld 9 x 9 sunt marcate 40 celule. O linie orizontald sau verticala
formatd din 9 celule se spune cé este bund, dacd ea are mai multe celule marcate
decat nemarcate. Care este cel mai mare numdr de linii bune (orizontale si verticale)
pe care-1 poate avea tabla?

2. Aritati cd numarul 227+2 4+ 27%2 4 1 unde m,n € Z si 0 < m < 2n, este
patrat perfect daca si numai dacd m = n.

3. Fie A o multime formatd din 2n puncte dintr-un plan astfel incat oricare
trei dintre acestea nu sunt coliniare. Aratati cd pentru orice doud puncte distincte
a,b € A existad o dreaptd ce imparte A in doud submultimi contindnd n puncte fiecare
si astfel incat a si b se afla de parti diferite in raport cu aceastd dreapta.

A doua zi — 14 ianuarie 2005
4. Pentru orice numere a, b, ¢ reale si pozitive, aratati inegalitatea
c n a n b -1
a+2b b+2c c+2a
5. Cercul inscris triunghiului ABC' este tangent laturii AB in punctul D, iar
M este mijlocul acestei laturi. Aratati cd M, centrul cercului inscris si mijlocul

segmentului [C'D] sunt coliniare.

6. Determinati numerele prime p, ¢ mai mici ca 2005 si astfel incat p? + 4 se
divide cu g, iar ¢% + 4 se divide cu p.

* %
*
1. Deoarece sunt marcate 40 celule si o linie are cel [gTolelele
putin 5 celule marcate, rezultd cid putem avea cel mult 8 olo|o|o|e
linii orizontale bune si cel mult 8 linii verticale bune. In o[ofefea]e
total, putem avea cel mult 16 linii bune. Aldturat este dat e|lo|o|o|e
un exemplu de tabla cu 16 linii bune. Deci 16 este numarul |® hall Bl Rl
maxim de linii bune. °le hall Rl s
L BN AN ] L BN J
2. Dacd m = n, atunci 2272 4-2m+2 41 = (271 4 1)2. olelo|e .
Daci m < n, atunci avem (2"*1)2 < 222 L gmt2 4] <

(27l+1 + 1)2 si, deci, numarul examinat nu poate fi un patrat perfect.
Fie acum n < m < 2n. S& presupunem ci ar exista 2 natural astfel incat 22 =
22742 4 9m+2 4 1 Observdm cd z este impar si © > 1. Scriem relatia precedenta in

forma,
(o= 1) (a+1) = 272 (220 1. 1). )
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Deoarece (x — 1,z + 1) = 2, numérul 2! divide una dintre parantezele din mem-
brul stang, iar cealaltd nu va fi mai mici decat 2+t — 2. Cum m > 2n —m + 2 si
22n—m+l > 9 urmeazi ci

2’m+1 _ 2 Z 22n—m+3 _ 2 _ 4 . 22n—m+1 _ 2 > 22n—m+1 + 2

In consecintd, (z — 1) (z + 1) > 2m+1 (2m+l —2) > 2m+2 (22n=m 4 1) ceea ce con-
trazice (x). Asadar, nici in acest caz numarul dat nu-i patrat perfect.

3. Fie d, dreapta determinatd de punctele a si b. Pe segmentul de extremitati
a ¢ b alegem un punct O astfel incat orice dreapta ce trece prin O si nu coincide cu
dgp contine cel putin un punct din A; pentru ci A este multime finitd, o astfel de
dreapta exista.

Notam cu d, dreapta obtinutd rotind du; cu unghiul ¢ (in sens contrar acelor de
ceasornic, de exemplu); avem dy = d = dgp. Dacd dgp imparte A\ {a,b} in doud
submultimi cu n — 1 elemente fiecare, atunci rotind-o cu un unghi ¢ suficient de mic
obtinem dreapta cautata.

Presupunem ca intr-un semiplan determinat de d, impreuna cu a se afld m puncte
din A, iar in celdlalt impreuna cu b se afl 2n—m (m # n). Dacd unghiul de rotatie va
fi suficient de aproape de 7, atunci situatia se inverseaza: intr-un semiplan impreuna
cu a se afld 2n — m puncte din A, in celdlalt impreuna cu b sunt m puncte.

Deoarece trecerea de la perechea (m,2n —m) la (2n — m, m) prin rotatie in jurul
lui O se face printr-o compunere de transforméri de tipul (z,y) — (x £ 1,y F 1), va
exista o valoare ¢, pentru care corespunde perechea (n,n); d,, este dreapta cautata.

4. Fiea+2b ==z, b+2c =y, c+2a = z. Rezolvand in raport cu a, b, ¢, obtinem:

1 + ! 2 b i + L 2 4 + ! 2 I litatea data i

=—z+-x—= =—-x+-y—=2,¢c==y+ —2— —x. Inegalitatea dati se rescrie
CTGTTYT T P T gt TG T T gY Tt gt e

4 z T 1/2z = 2
- E+—+— + = —+—+y —-3-=>1
9\z y =z 9\z y =z 9

Cum sumele din paranteze sunt > 3 (inegalitatea mediilor), deducem c& ultima ine-
galitate este adevarata.

5. Daca M coincide cu D, atunci se arata ugor ca BC' = AC, adica triunghiul
este isoscel. In acest caz [C'D este bisectoarea unghiului C' gi coliniaritatea celor trei
puncte este evidenta.

Dacd M # D, fie E punctul diametral opus lui D pe cercul inscris si {F} =
CE N AB. Se stie cd F este punctul de tangenta cu latura AB a cercului exin-
scris corespunzitor acestei laturi gi cd M este mijlocul segmentului [F' D] (eventual,
demonstrati!). Atunci M1 este linie mijlocie in ADEF (I noteazi centrul cercului
inscris). Rezultd cad M1 || CF si, in final, M trece prin mijlocul segmentului [CD].

6. Daci p = ¢, atunci aceste numere divid 4 si, deci, p = ¢ = 2. In acest caz,
obtinem solutia (p,q) = (2,2).

Sd determindm solutiile (p, q) cu p # g. Vom spune c& perechea (z,y) de numere
naturale este admisd, dacd indeplinegte conditiile: (A) =z, y sunt relativ prime si
x <y; (B) 2?44 sedivide cu y si y? + 4 se divide cu x. Observam ci o pereche
admisa este formatd din numere impare.
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Ar&t8m mai intai c8, daci (z, y) este o pereche admiss, atunci perechea (y, (y2 —|—4) /m)
este de asemenea admisd. In acest scop, fie z = (y2 + 4) /z. Deoarece zy < y? <
y? + 4, rezultd c& y < z. Apoi, daci d divide y si z, atunci d divide y si y? + 4, deci
d divide 4, ceea ce conduce la d = 1. Asgadar, perechea (y, z) indeplinegte conditia
y? (y? +8) + 4 (2% + 4)

22
unde numéritorul se divide cu y, care este relativ prim cu z. In concluzie, perechea
(y, z) este admisa.

S consideram sirul (a;),~, definit de ap = a1 = 1§l aj42 = (a?_H + 4) Ja;, Vi > 0.
Din ceea ce s-a stabilit mai sus, rezultd ci perechile (a;,a;11), i € N, sunt admise.

S& ardtdm acum cd orice pereche admiss este de forma (a;, a;41) pentru un anumit
i > 0. Sa presupunem ci existd perechi admise ce nu-s de aceastd forma gi fie (x,y)
perechea de acest fel cu suma z-+y minima. Cum z2+4 = ag si géQer =bx §i2a, T sunt
relativ prime (se aratd ca mai sus!), obtinem y* + 4 = L (x * 8)6;4 (a +4) =
br si a®? + 4 se divide cu . Dacd a < x, atunci (a,x) este pereche admisa si,
datoritd minimalitatii, avem (a,x) = (a;,a;41). Rezultd ca (x,y) = (aij1+1,ai42), In
contradictie cu presupunerea ficuta. Dacd a > z, atunci ¢ >z + 2 ¢l cum din y > =
avem si y > = + 2, putem scrie 22 4+ 4 = ay > (x—|-2)2 = 22 + 4z + 4, din nou o
contradictie.

In sfarsit, si scriem termenii sirului (a;);~o ce nu depagesc 2005; acestia sunt:
ag=a1 =1, a2 =5, a3 =29, ag = 169 si a5 = 985. Sunt numere prime numai 5 si
29. Solutiile problemei sunt perechile (p, q) € {(2,2),(5,29),(29,5)}.

(A). Evident, z divide y* + 4; pe de altd parte, 22 + 4 =

)

Enunturi si Solutii — seniori

Prima zi — 13 ianuarie 2005
1. Ar#tati cd ecuatia z° + 31 = y? nu are solutii intregi.

2. Fie 7 un numadr real astfel incat pentru orice sir (ay),~, de numere reale
pozitive are loc inegalitatea

ar+az+ -+ amy1 LTy,

oricare ar fi m € N*. Aratati ca r > 4.

3. Fie SABC o piramida triunghiulara regulata, i.e. SA =SB = SC si AB =
BC = AC. Determinati multimea punctelor D (D # S) din spatiu ce satisfac
conditia

|cosdq —2cosdp —2cosdc| = 3,
unde dx = £ XSD pentru X € {A, B,C}.

A doua zi — 14 ianuarie 2005
4. Pentru orice numere a, b, ¢, d reale si pozitive, aratati inegalitatea

c n d n a n b >é
a+2b b+2c c+2d d+2a 3

5. Se spune cd punctul X interior unui patrulater (convex) este observabil din
latura Y Z daca piciorul perpendicularei din X pe dreapta Y Z apartine segmentului
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[YZ]. Un punct interior patrulaterului se spune ci este k-punct daci este observabil
din exact k laturi ale patrulaterului (de exemplu, orice punct din interiorul unui
patrat este 4-punct). Ardtati cd, dacd in interiorul unui patrulater existd un 1-punct,
atunci existd gi un k-punct pentru k € {2, 3,4}.

6. Determinati numerele prime p, ¢ mai mici ca 2005 si astfel incat p? + 8 se

divide cu g, iar ¢% + 8 se divide cu p.
* ok

*

1. Dacid x este par, atunci #° + 31 = 3 (mod4) si nu poate fi patrat perfect.
5 —

Urmeaz& c8 = este impar si, deci, y este par. Mai mult, z° = 1 (mod4) implicd
x =1 (mod4). S& scriem ecuatia datd in forma

25+ 20 =9+ 1.
Partea stangd se divide cu z +2 gi  + 2 = 3 (mod4) va avea un divizor prim de
tipul 41 + 3. Dar, conform lemei de mai jos, numarul impar y? + 1 are divizori primi
numai de tipul 4m+ 1. In concluzie, in ipoteza ca ecuatia data ar avea solutii intregi,
ajungem la o contradictie.

Lema. Dacd y?+1 admite un divizor prim impar p, atunci p este de tipul 4m~+1.

Intr-adevir, avem y2 = —1 (modp). In conformitate cu mica teoremi a lui
Fermat, avem si y?~! =1 (modp). Atunci

yP = (yQ)(lFl)/2 = (—1)(”71)/2 =1 (modp).
Ultima congruentd spune ci (p — 1) /2 este par, adicd p =1 (mod4).

2. Notam b,, = a1 + az + - - + am. Atunci, girul (by,),,~, este strict crescator si
verificd relatia by, 11 < 7 (b — bim—1), m € N*. Pentru ¢, = b,/ (bin_14/T) aceastd
relatie devine ¢, 11¢m + 1 < ¢y y/7.Deci, pentru orice m € N* avem

1
Cm+1 + C_ < \/7:

m

1
Utilizand inegalitatea ¢ + — > 2 (¢ > 0), obtinem
c

1 1 1
TL\/FZ Cnt1+— |+ | cp + +-F e+ — ) 2
Cn Cn—1 C1

1
ch+1+2(n71)+c—22(n—1), Vn € N*.
1

n—1 n—1

2
Decir > 4 < ) , Vn € N*| gi rezultd c& r > 4 (numérul poate fi oricat de

aproape dorim de 1).

3. Fie ex versorul vectorului SX , X € {A, B,C,D}. Atunci, tinand seama c3
cosd = (ep,ex) (produs scalar), X € {A, B,C}, conditia din enunt se scrie

1 2 — [ —e le _26 —ge =1
- D53A 3B 30 = 1.

§ (eD,eA) - g (€D,€B) - g (eDaeC>
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2 2 1
Notam f = 563 + gec — §€A' Vectorul f este unitar, cdci

f1P=(ff= % (4ef; +4et + e +8(ep ec) —4(eaep) —4(ea,ec)) =

1
=3 (9+8cosa—4cosa —4cosa) =1,

unde o« = LASB. Atunci, conditia |(—ep,—f)| = 1 este echivalentd cu faptul c&
vectorii ep i f sunt coliniari.

Fie SH inaltimea piramidei si F' simetricul punctului A in raport cu H. Calcu-
lalele urmatoare arata ca vectorii ﬁ si f sunt coliniari:

— —_— = — —_— = —— 1l /— —
AB=SB-SA4, AC=25 —SA,AH:§(AB+AC),
— —_— 2 /(— — 22— = —
AF =2 Hzg(A +AC :5(53+50—25 )
— — — 1 — —  —
SF:SA+AF:§(QSB+QSC—SA>.

Ca urmare, locul geometric cautat este dreapta dgpr din care se exclude punctul S.

4. Notam
_c d a b
“av2 " br2e Teved Tdvea
_b+2c c+2d d+2a a+2b
T a+2b b+2¢  c+2d  d+2a’
o a+c b+d a+c b+d
Ca+2b b+2¢ c+2d d+2a’
Constatdm ugor ca 2B + C' = 5A + 4. Conform inegalitatii mediilor, avem B > 4.

1
Tinand seama de inegalitatea — + — > (u,v > 0), obtinem
u v v

U
4 4 8
C> ——— 4+ b+d) ———————— > =
=t o rerad Tt et av2a o3
2
(ultima inegalitate se obtine luand z = a+csgiy =b+d in ) + " —&Z—JQx > 3’
iar aceastd inegalitate se stabilegte astfel:
Ty 2274 2y + 27 3y -1 Sxy72)
42y  y+22 222+ b5ry+ 292 222 + bay +2y2 — 92y 37

4
Agadar, 5A+4 > 8+ g, deci A > 3 q.e.d.

5. S& numim zond de observatie a laturii XY a patrulaterului convex semibanda,
notatd Zxy, care este marginitd de segmentul [XY], perpendicularele pe aceasta
duse in extremitati si care este situata in acelagi semiplan cu patrulaterul. Evident,
un punct interior patrulaterului este observabil din latura XY dacd si numai daca
apartine Zxy .

S& examinam diferitele cazuri ce apar:

a) Dacd patrulaterul nu are unghiuri obtuze, atunci el este dreptunghi gi are
numai 4-puncte.
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b) Presupunem ci patrulaterul ABC'D are un singur unghi obtuz, anume A.
Atunci zonele de observare ale laturilor BC ¢i C'D acoperd patrulaterul si, deci,
1-puncte nu exista. IR

¢) Fie ABCD cu exact dousi unghiuri obtuze si vecine, anume B si C. In acest
caz patrulaterul este situat in intregime in Zap, dar si in Zap U Zgc U Zep. Ca
urmare, nu exista 1-puncte. L

d) Fie ABCD cu exact doud unghiuri obtuze i opuse, anume B si D. Atunci
patrulaterul este situat atat in ZapUZpc cat siin ZapUZcp sinu va avea 1-puncte.

e) Fie ABCD cu trei unghiuri obtuze si fie A unghiul siu ascutit. Atunci inter-
sectia ZpoNZop este situatd in patrulater si formeazd paralelogramul LM NC' (ca si
in ABCD, varfurile sunt notate in sensul acelor de ceasornic). Fie {E} = BM NAD
si {F'} = DM N AB. Se constata ugor cd AABE C Zap st AAFD C Zap. Atundi,
M este 4-punct, punctele segmentului deschis (M F’) sunt 3-puncte, iar cele interioare
patrulaterului AF M E sunt 2-puncte.

6. Proceddm ca gi in cazul problemei Jg (problema 6 de la juniori, prezentatd
mai sus).

Dacs p = ¢, atunci numerele p gi ¢ divid 8 si, deci, p = ¢ = 2, adicd (2,2) este
solutie a problemei.

S& determindm solutiile (p,q) cu p # q. O pereche (z,y) de numere naturale se
numeste admisi daci: (A) x, y sunt relativ prime si x <y; (B) 2% + 8 se divide cu
y, iar 42 + 8 se divide cu . Mai intai, observim ci o pereche admisi este formats
din numere impare. Apoi, ca gi in problema Js se demonstreazi cé, dacd (x,y) este
pereche admisi, atunci si perechea (y, (y? + 8) /z) este admisil. Acest rezultat are
urmatoarele consecinte:

1) Daci (a;),~, este sirul dat de ag = ay = 1 si aj42 = (a?; +8) /a; (i > 0),
atunci orice pereche (a;,a;11) este admisa;

2) Dacil (b;),~ este sirul dat de by = 1, by = 3 i b2 = (b7, +8) /b; (i > 0),
atunci orice pereche (b;,b;+1) este admisa.

S& arftdm acum ca orice pereche admisg are forma (a;, a;+1) sau (b;, bi+1) pentru
un anumit indice ¢ > 0. Presupunem c4a ar fi adevaratd situatia contrara si fie (z,y)
perechea minimald (in raport cu suma x + y) care nu-i de nici una dintre formele
precedente. 2Cu;n 2?2 +8 = gy, y?> + 8 = bx si a, x sunt relativ prime, obtinem
S48 = T (x —|—16)2+8(a +8)
atunci (a,x) este pereche admisi si, datoritd minimalitatii, avem (a,z) = (a;, ai41)
sau (a,x) = (b;,biy1); rezultd ca (z,y) = (ait1,aip2) sau (z,y) = (bit1,biy2), In
contradictie cu presupunerea ficutd. Dacd a > x, atunci 22 + 8 = ay > (z + 2)2 =
a? + 4z +4, de unde z = 1, @ = y = 3, din nou contradictie.

S& scriem acum termenii sirurilor (a;);~, si (bi),>, ce nu depagesc 2005: ag =
a1 =1,a0=9,a3=2389, ay =881; by =1, b =3, by =17, by =99, by = 577. Dintre
aceste numere sunt prime numai 3, 17, 89, 881 si 577. Ca urmare, solutiile problemei
sunt perechile (p,q) € {(2,2),(3,17),(17,3),(89,881), (881,89)}.

= bz si a® + 8 se divide cu z. Daci a < =,
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