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Probleme de antrenament - 2003

JUNIORI

Fie a,b,c > 0 astfel incat a? + b? + ¢ = 3abe. Si se arate ci

a n b n c 9
b2c2  c2a?  a?b? T a+b+c

Sa se demonstreze ca orice numar natural este egal cu diferenta a doua numere naturale care
au acelasi numar de divizori primi.

Fie n un numar natural, n > 2. Sa se arate ca oricum am alege n + 2 numere din multimea
{1,2,...,3n}, printre ele existd doud, a si b astfel incat n < a — b < 2n.

Séa se arate ca dintre oricare 2n+ 1 numere intregi distincte al caror modul nu depaseste 2n—1,
exista trei cu suma 0.

La o masa rotunda participa mai multe oficialitati ale oragului Townsville. Pe masa sunt puse
dosare pentru fiecare, avand numele persoanei respective pe el; dar oficialitatile s-au asezat
arbitrar, si nici una nu gi-a primit mapa sa. Sa se arate ca organizatorii mesei rotunde pot roti
masa astfel incat macar doua dintre oficialitati sa aiba mapele lor in fata.

Fie un triunghi ABC i O centrul cercului circumscris triunghiului, iar K centrul cercului
circumscris triunghiului AOC. Cercul din urma intersecteaza AB si BC in M respectiv N.
Fie L simetricul lui K fata de dreapta M N. Sa se arate ca BL 1 AC.

Fie M o multime finita de numere reale astfel incat din orice trei elemente distincte din M
putem alege doua dintre ele astfel incat suma lor apartine multimii M. Care este numéarul
maxim de elemente ale lui M?

Fie un triunghi dreptunghic ABC, ZC = 90°. Tangentele cercului circumscris triunghiului
ABC in A si C se taie in E. Fie N mijlocul laturii AC' gi K mijlocul arcului BC' ce nu il
contine pe A. Dreapta KN taie cercul din nou la M. S& se arate ca ZEM K = 90°.

Cercurile w; si wo se intersecteaza in A si B. O dreapta trece prin B si taie din nou cercul wy
in K, iar pe wy In M. Fie t; o dreapta tangenta la cercul wy paralela cu AM; ea taie cercul
wp In Q. Dreapta AQ taie din nou cercul ws In R. S& se arate ca tangenta to la cercul wo In
R este paralela cu AK, si t1,to, KM sunt trei drepte concurente.

Intre 8 echipe de fotbal se organizeaza un mini-campionat, in care fiecare echipa joaca o singura
data cu toate celelalte echipe. Sa se arate ca la sfargitul mini-campionatului exista patru echipe
A, B, C si D astfel incat A ia batut pe B, C si pe D, B ia batut pe C si pe D, iar C' a batut
pe D.

Fie I'y ¢i I's doua cercuri de centre Oy si respectiv O, care se intersecteaza A in B. Fie CD o
tangentd comund C'D este mai apropiat de A decat de B. Fie O centrul cercului circumscris
triunghiului ACD. Demonstrati ca ZCBD = Z0100s.

In cate moduri se pot obtine n dolari din bancnote

a) de 1 si 2 dolari?

b) de 1, 2 si 3 dolari?

c) de 1, 2 5i 5 dolari?

Sa se determine numarul triunghiurilor de perimetru 2003, avand lungimile laturilor numere
naturale.
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(Teorema lui Peek) Pe o foaie de matematica este desenat un poligon, ale carui varfuri sunt
pozitionate in noduri ale retelei de patrate (considerate ca fiind de laturd unitatea). S& se
demonstreze ca aria S a acestui poligon este data de formula

k
—N+--1
S=N+3

unde N este numarul de noduri ale retelei de patrate situate in interiorul acestui poligon, iar
k este numarul de noduri ale acestei retele situate pe laturile lui.

Folosind eventual acest rezultat sa se arate ca orice pentagon care are varfurile in noduri ale

retelei de patrate de mai sus are aria cel putin 5

Sa se demonstreze ca orice poligon convex de arie 1 poate fi inclus intr-un triunghi de arie 2.

Fie 4004 puncte distincte, care se gasesc in interiorul unui poligon convex de arie 1. Sa se arate

1
ca exista un poligon convex de arie 2003 inclus in poligonul dat, astfel incat el nu contine nici

unul dintre punctele date in interiorul sau.

Fie a, b, ¢ trei numere reale. Sa se arate ca

(ab+ac+bc+a+b+c)? >4((a+0b)(b+c)(c+a)+ abe).

Sa se arate ca daca z,y, z > 0 atunci

Sa se gaseasca toate solutiile in numere prime ale ecuatiilor
a) a® +b% =2 + d? + 2
b) ala+1)+bb+1)=c(c+1).

Sa se gaseasca toate solutiile in numere rationale ale ecuatiei

P4y + ety +z=1.

Sa se gaseasca numarul maxim de puncte ce pot fi plasate in interiorul unui hexagon regulat
de laturd 1 astfel distata dintre orice doua dintre ele sa fie cel putin /2.

Fie un triunghi ABC, I centrul cercului inscris si G centrul de greutate al triunghiului. Sa se
arate cd dacd IG||BC atunci lungimile laturilor triunghiului ABC sunt in progresie aritmetica.

Un mar este de forma unei sfere de raza 31lmm. Un vierme intra in mar si sapa un tunel de
61mm lungime, dupa care iese din mar. Sa se arate cd putem taia méarul cu un cutit dreapt
prin centrul sau astfel incat una dintre cele doua jumatati formate nu este stricata.

Un pétrat 6 x 6 este acoperit cu piese de domino (2 x 1). Sa se arate ci existd o dreaptd
orizontala sau verticala care trece prin interiorul patratului, dar care nu taie nici o piesa de
domino in interior.

Sa se arate ca pentru orice numere reale pozitive a, b, ¢ avem

a b c

+ + > 2.
Vi2+e2 Ve2+aZ VaZ+b?

Sa se determine cel mai mare numar real m astfel incat oricare ar fi numerele reale pozitive

a,b,c avem
a n b L c S
1/ m.
b+c c+a a+b
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Intr-un plan sunt alese 64 de puncte distincte astfel incat ele determina exact 2003 de drepte
distincte. Sa se arate ca printre cele 64 de puncte exista cel putin 4 care se gasesc pe aceagi
dreapta.

La un turneu participa 9 sahigti. Conform regulamentului fiecare participant joaca o singura
partida cu fiecare dintre ceilalti. La un moment dat s-a constatat ca exact 2 participanti au
jucat acelagi numar de partide. Sa se arate cad in acest caz sau exact un singur sahist nu a
jucat nici o partida, sau exact un singur gahist a jucat cu toti ceilalti.

Fie ABC'D un patrulater cu diagonalele perpendiculare inscris intr-un cerc de centru O, iar
M i N mijloacele laturilor BC' §i respectiv C'D. Sa se afle valoarea numerica a raportului
ariilor figurilor OMCN si ABCD.

Sa se arate ca fiecare numar natural este egal cu diferenta a doud numere naturale care au
acelagi numar de divizori primi.

== probleme selectate de Valentin Vornicu ==



