CONCURSUL GAZETA MATEMATICA SI VIITORIOLIMPICI.RO
ETAPA FINALA
CAMPULUNG MUSCEL, 15-20 AUGUST 2016

Clasa a VIII-a

Problema 1. O prisma se numeste binara daca i se pot eticheta varfurile cu cate
un numar din multimea {—1,1} astfel incat produsul etichetelor varfurilor de pe
fiecare fata sa fie —1.

Demonstrati ca o prisma este binara daca si numai daca numarul de varfuri ale
prismei este divizibil cu 8.

VITORIOLIMPICI.RO

Problema 2. Fie n > 2 un numar natural si n numere intregi, ay, as,...,a, cu
proprietatea ca |a; —a;—1| = 1, Vi = 2, n. Ce valori poate lua suma celor n numere?

Problema 3. Pe laturile (BC) si (DA) ale patratului ABC D se considera punctele
I, respectiv F, astfel incat BE = DF..

a) Aratati ca cercurile circumscrise ale triunghiurilor BDE si AC'F se intersecteaza
in doud puncte, unul situat pe (CD), celalalt pe cercul de diametru [AB].

Se noteaza cele doua puncte cu M, respectiv N.

b) Demonstrati ca centrul patratului se afla pe dreapta M N.

c) Aratati ca simetricul lui NV fata de AB se afla pe segmentul (EF).
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Solutii si baremuri — Clasa a VIII-a

Problema 1. O prisma se numeste binara daca i se pot eticheta varfurile cu cate
un numar din multimea {—1,1} astfel Incat produsul etichetelor varfurilor de pe
fiecare fata sa fie —1.

Demonstrati ca o prisma este binara daca si numai daca numarul de varfuri ale
prismei este divizibil cu 8.

VIITORIOLIMPICI.RO
Solutie:

1. Vom arata mai intai ca numarul de varfuri ale unei prisme binare este multiplu

de 8.

Ne uitam la muchiile verticale. Daca una din muchiile verticale ale unei fete
uneste doua varfuri etichetate la fel, atunci cealalta muchie verticala a fetei tre-
buie sa uneasca doua varfuri etichetate diferit si reciproc. Astfel, muchiile verticale
care unesc varfuri etichetate la fel alterneaza cu muchii ce unesc varfuri etichetate
diferit, prin urmare trebuie sa avem un numar par de muchii verticale. Prin ur-
mare bazele sunt poligoane regulate cu un numar par de varfuri. Daca avem n
muchii verticale de fiecare fel, atunci produsul tuturor etichetelor este pe de o
parte 1" - (—1)", pe de alta parte este egal cu produsul dintre produsul etichetelor
de pe baza de sus si produsul etichetelor de pe baza de jos, adica (—1) - (—1).
Deducem ca n este par si, cum prisma are 4n varfuri, numarul total de varfuri ale
unei prisme binare este multiplude 8. ... ... ... 5p

2. Vom arata ca orice prisma care are un numar de varfuri care este divizibil cu 8
este binara.

Vom arata cum se pot eticheta varfurile astfel incat produsul etichetelor pe fiecare
fata sa fie —1.

Sa etichetam deocamdata toate varfurile fetei de sus cu 1, iar varfurile fetei de jos
alternativ, cu 1 gi —1. (Acest lucru este posibil pentru ca poligonul de la baza are
un numar par de varfuri.) Acum sa alegem o muchie verticala care are in ambele
capete eticheta 1 si sa 1i schimbam etichetele in —1. Astfel produsul etichetelor de
pe fiecare fata verticala este —1, la fel si pe fata de sus. Pe fata de jos, din cele
4n varfuri, 2n + 1 au eticheta —1, deci produsul etichetelor este iarasi —1. Prin
urmare am reusit sa etichetam varfurile astfel ca produsul etichetelor sa fie —1 pe
fiecare fata, agadar prisma este binara. ........ ... ... i 2p



Problema 2. Fie n > 2 un numar natural si n numere intregi, ay, as,...,a, cu
proprietatea ca |a; —a;_1| = 1, Vi = 2, n. Ce valori poate lua suma celor n numere?

Andrei Eckstein

Solutie:
Vom arata ca daca n este impar atunci suma poate fi orice numar intreg, iar daca
n este par atunci suma poate fi orice numar de aceeasi paritate ca si n/2.

Dacéa n este par, n/2 dintre termeni sunt pari, n/2 impari, deci suma lor are aceeasi
paritate Cu n/2. ... 2p
Putem obtine oricare din numerele kn + n/2, kn +n/2 +2, kn +n/2 + 4, ...,
kn+mn/2+n = (k+ 1)n+ n/2 astfel: pentru kn + n/2 alegem n/2 numere egale
cu k alternativ cu n/2 numere egale cu k + 1. Apoi, pentru fiecare din sumele
urmatoare, preschimbam cate un k in k£ + 2. Astfel obtinem toate sumele care au
aceeagl paritate Cu n/2. ... .. 3p
Daca n = 2m + 1, atunci m dintre numere au o paritate si celelalte m + 1 cealalta
paritate. Alegand m numere egale cu k alternativ cu m + 1 numere egale cu k + 1
obtinem kn +m + 1. Preschimband succesiv cate un k£ in k£ + 2 vom obtine sumele
kn+m+3, kn+m+5,..,kn+m+2m+1=(k+1)n+m.

Alegand m numere egale cu k + 1 alternativ cu m + 1 numere egale cu k obtinem
suma kn + m. Preschimband succesiv cate un k£ in k + 2 vom obtine sumele
kn+m+2, kn+m-+4, .., kn+m+2m+2=(k+1)n+m+ 1. Astfel, vom
obtine ca suma poate fi orice numar ntreg. ......... ... ... .. 2p

Problema 3. Pe laturile (BC) si (DA) ale patratului ABC D se considera punctele
E, respectiv F, astfel incat BE = DF.

a) Aratati ca cercurile circumscrise ale triunghiurilor BDE si AC'F se intersecteaza
in doua puncte, unul situat pe (CD), celalalt pe cercul de diametru [AB].

Se noteaza cele doua puncte cu M, respectiv N.

b) Demonstrati ca centrul patratului se afla pe dreapta M N.

c¢) Aratati ca simetricul lui NV fata de AB se afla pe segmentul (EF).

prelucrare Andrei Eckstein si Mircea Fianu

Solutie:

a) Fie M € (CD) astfel ca DF = DM. Atunci AFMC si BEM D sunt trapeze
isoscele, deci inscriptibile, prin urmare cercurile circumscrise triunghiurilor BDE
si ACF trec prin punctul M. ... . . 1p
Este evident ca cele doua cercuri nu pot fi tangente, deci mai au un al doilea punct
de intersectie situat in exteriorul patratului. (Deoarece <AMC' este obtuz, trebuie
ca <ANC sa fie ascutit.)



Avem m(<ANM) = m(<ACM) = 45° si m(<«BNM) = m(<MDB) = 45°, deci
m(SANB) = m(<ACM) + m(<MDB) = 45° + 45° = 900° .. ..\\oeee.. 2p

b) Fie O centrul patratului. Deoarece OA-OC = OB -OD, punctul O are aceeasi
putere fata de cele doua cercuri, deci este pe axa radicala a acestora, MN. ...1p

¢) Vom arata ca E’, F’, simetricele punctelor E si F' fata de AB, se gasesc pe cercul
circumscris lui CAF, respectiv pe cel circumscris lui BDE, apoi ca N € (E'F”).
Intr-adevir, <AE'B = <AEB = <CFD (din congruenta triunghiurilor AEB si
CFD), ceea ce arata ca patrulaterul E'C'F A este inscriptibil, adica E’ se afla pe
cercul circumscris triunghuiului CAF. Analog se arata ca F” se gaseste pe cercul
circumscris triunghiului BED.

Atunci m(<F'NM) = m(<E'NM) = 90° (din patrulaterele inscriptibile #'NM D
si EENMC), deci N € (E'F"), de unde rezulta concluzia. .................... 3p
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