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Clasa a VII-a

Problema 1. Pe o tabla sunt scrise, in ordine crescatoare, numerele naturale de
la 1 la 100. Doi copii, Alina si Bogdan, joaca urmatorul joc: pe rand, incepand cu
Alina, ei aleg unul din cele 99 de spatii goale aflate intre doua numere consecutive
si 11 completeaza cu unul dintre semnele ,,4+” sau ,,-”. Daca la sfarsitul completarii
rezultatul obtinut este numar impar, castiga Alina, in caz contrar castiga Bogdan.
Care din cei doi copii are strategie castigatoare si cum trebuie sa joace el pentru a
cagtiga?
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Solutie:

Alina are strategie castigatoare.

Ea poate juca astfel:

- Incepe prin a scrie ,,+” dupa primul numar, 1;

- in continuare, Bogdan face un semn in fata sau in spatele unui numar impar
(undeva intre doud numere consecutive, dintre care unul este, desigur, impar),
atunci Alina face semnul ,,-” in spatele, respectiv in fata aceluiagi numar impar.
Astfel, Alina se asigura ca fiecare din numerele impare, cu exceptia lui 1, este
inmultit cu (cel putin) unul din vecinii sai pari, deci termenul in care apare acest
factor va fi par. Prin urmare, Alina asigura ca rezultatul este 1 + o suma de numere
pare, deci impar.

Problema 2. Intr-un triunghi ascutitunghic ABC, C'F este iniltime (F € [AB)])
si BM este mediana (M € [AC]). Stiind ca BM = CF si ZMBC = ZFCA,
demonstrati ca AABC' este echilateral.

Mai ramane valabila concluzia daca nu se mai da ca triunghiul este ascutitunghic?

A
Solutia 1: Avem FM = TC =CM,deci ZMFC = ZMCF = ZM BC'. Rezulta

ca patrulaterul BOMF este inscriptibil. Atunci m(ZBMC) = m(£BFC) = 90°,
deci [BM] este mediana si inaltime, adica AB = BC. Din ABCF = ACBM
(CC) rezulta LABC = LACB, deci AC = AB = BC.

Daca triunghiul nu este ascutitunghic concluzia nu mai este adevarata: daca
m(ZB) = 90° si m(£C) = 60°, atunci F = B si BC = CM = BM, iar
m(£LMBC) = m(£LMCF) = 60°, adica ipotezele sunt verificate fara ca triunghiul
sa fie echilateral.



Solutia 2: Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC si BN 1 AC,
N € AC. Se stie (si se arati usor) ca ZABN = ZCBO. Intr-adevir, cum OA =
OB = OC, avem m(ZOBC) = m(Z0OCB) "2 z, m(ZOAC) = m(LOCA) "2 y
si m(LOAB) = m(ZOBA) ™2 z, cu 2z + 2y + 2z = 180°, adicd = + y + z = 90°.
Rezulta ca m(ZOBC) = 90° — (y + z) = 90° — m(£LBAC) = m(£LFCA). Dar
m(LMBC) = m(LFCA) = 90° — m(£BAC) = m(£OBC), deci centrul cercului
circumscris se afla pe mediana [BM] si pe mediatoarea lui [BC|. Daca AB # BC,
atunci rezulta ca O = M si triunghiul ABC' este dreptunghic in B, contradictie.
Ramane ca AB = BC, deci [BM] este si inaltime. De aici se continua ca la solutia
1.

Problema 3. Determinati numerele naturale nenule ay, as, ..., aspg, mai mici
decat 2017, care satisfac conditia i+j | ia;+ ja; pentru orice ¢, j € {1,2,...,2016}.

Solutie:

Conditia din enunt, revine la i + j | i(a; — a;).

o Alegand i = k, j = k+1, kK > 1008 avem 2k+1 | k(ar—ag+1). Dar (2k+1, k) =1,
deci 2k+1 | ap—ag1. Insi la;—a;1| < 2015 < 2k+1, deci trebuie ca ay—ayy1 = 0.
Deducem ca aqgos = @1009 = ... = Q2016-

e Alegand i < 1007 si j = 2017 — i > 1010, obtinem 2017 | i(a; — ago17—;). Dar
2017 este prim, deci (2017,7) = 1. Rezulta ca 2017 | a; — as7—;- Din nou,
la; — asor7—i| < 2017 implicd a; — asg7—; = 0, prin urmare toate numerele trebuie
sa fie egale.

e Reciproc, orice secventa formata din 2016 numere naturale egale cu un k €
{1,2,...,2016} este solutie a problemei.



