ViitoriOlimpici - Probleme de teoria numerelor

USOARE

1. Aratati ca pentru orice n € N exista un péatrat perfect in a carui scriere zecimala cifra 1 apare
de exact n ori.

* % % VO 2010-2011, cls. VIII, et: ?

Solutia 1:
Vom arata ca a = 1111...1 222...2 5 este patrat perfect pentru orice n € N.
—_— =

n cifre n+1 cifre

Pentru n = 0 acest lucru este evident.
Pentru n € N* notdm x = 1111...1. Atunci, folosind c& 9z 41 = 10", avem a = = -10""2 4200z +

n cifre

25 = 100x(9z + 1) + 200z + 25 = 90022 + 300z + 25 = (30z + 5)? adicd un pitrat perfect.
(Altfel, pe aceeasi idee: Pentru n € N notdm = = 1111...1. Atunci

—_—

n-+1 cifre

a=(x+1)- 10" +22+3=(z+1)(92+1)+22+3 =922 + 122 + 4 = (3 + 2)%))

Solutia 2:

Vom arata ca a = 1111...1 555...5 6 este patrat perfect pentru orice n € N*.
—_— ——

n cifre n—1 cifre

Pentru n € N* notdm x = 1111...1. Atunci, folosind c& 92 4+ 1 = 10", avem a = 1111...1555...5 +
—— —— ——
n cifre n cifre n cifre

l=2-10"+5z+1=2(92+1) +5x+ 1 =922+ 62 + 1 = (3z + 1)? adica un patrat perfect.

2. Aratati ca pentru orice cifra ¢ a sistemului zecimal i orice n € N exista un péatrat perfect in
a carui scriere zecimala cifra ¢ apare de exact n ori.

xR VO 2010-2011, cls IX, et ?
Solutie:

e Pentru n = 0 afirmatia din enunt, este evidenta. In continuare vom considera n > 1.
e Pentru ¢ = 0 este suficient si observim daci n este par, adicd n = 2k, k € N, atunci (10%)2

contine exact n = 2k cifre de 0, iar daca n este impar, adica n = 2k + 1, £k € N, atunci
(25 -10%)% = 1024 0000...00 contine exact n = 2k + 1 cifre de 0.
—
2k cifre

e Pentru ¢ = 1 se pot considera patrate de forma 1111...1 555...5 6 = 333...3 4% sau de forma
——— —— ——

n cifre n—1 cifre n—1 cifre

1111..1 222.2 5 = 333..35° dar aceste patrate sunt greu de folosit pentru ,,generarea’, prin
—_— — = ——
n cifre n+1 cifre n cifre

inmultirea cu alte patrate, a unor patrate in care o anumita cifra ¢ apare de exact n ori.

In continuare vom construi un sir (z,,)n>1 de patrate cu urmatoarele proprietati:

- x, contine exact n cifre de 1

- x,, contine numai cifrele 0, 1, 2

- in scrierea zecimala a lui x,, fiecare cifrd nenula (exceptind-o pe prima) este precedata de cel
putin 4 cifre de 0.

Se poate lua, de exemplu, z,, = (10° + 105" +10°" + ... + 105")2.

z, = 1025 + 1025 + ... + 102" + 2 Z 105'+% Exponentii 2- 5%, k € T,n si 5° + 57, cu
1<i<j<n

1 <i < j < n sunt nu numai toti diferiti dar i diferd prin cel putin 5. Faptul ca sunt distincti

rezulta, de exemplu, din unicitatea scrierii unui numar in baza 5, iar faptul ca difera prin cel

putin 5 este evident deoarece toti exponentii sunt multipli de 5. Cum fiecare 10Y vine inmultit fie



cu 1 fie cu 2, scrierea obtinuta mai sus pentru z,, este tocmai reprezentarea in baza 10 a acestuia.

n(n —1)
2

Se vede atunci ca x, contine n cifre de 1 si cifre de 2, toate precedate de cel putin 4

cifre de 0. Problema este astfel rezolvata pentru ¢ = 1 i putem folosi girul (z,,) pentru a rezolva
problema pentru ¢ > 2.

e Pentru ¢ > 2 vrem sa-1 inmultim pe z,, cu un patrat perfect y. cu proprietatile:

- Y. contine cifra ¢ exact o data

- numarul 2y, nu contine cifra ¢

- numarul 2y, are cel mult 4 cifre.

Se pot lua: yo = 25, y3 = 36, y4 =4, y5 = 1156, yg = 16, y; = 576, ys = 81, yg = 9.

n(n —1)
2
,,blocuri” contindnd scrierea zecimald a lui 2y., blocuri separate eventual de zerouri. Aceste
blocuri nu se suprapun si, datoritd modului de alegere a lui y., numarul obtinut contine exact n

cifre de c.

Numarul . - z,, va fi format din n ,,blocuri” continand scrierea zecimala a lui y. si

3. Aflati cea mai mare valoare a lui k pentru care numirul 3'! se poate scrie ca o sumi de k
numere naturale consecutive.

Concurs SUA, 1987, VO 2010-2011, cls VII, et ?
Solutie:
Daca notam cu n cel mai mic dintre cele k£ numere, trebuie ca
n+m+1)+m+2)+..+n+k—1)=3"4

(k—1Dk

— 311 d. v
5 , adica

adicdi (n+n+n+..+n)+(1+2+3+...+ (k—1)) = 3", sau kn +

k termeni
k(2n +k—1) =231,
Daci k este par atunci k =2-3™ gi2n+k — 1 =3""™, Cum k < 2n + k — 1, rezultd m < 5,
3P +1

deci cel mai mare k par este 2 - 3% = 486. (In acest caz n = =122.)

Dacé k este impar atunci k =3 gi 2n+k—1=2-3""" Cum k < 2n +k — 1, rezultda m < 5,
5-3°+1
R 608.)

deci cel mai mare k impar este k = 3° = 243. (in acest caz n = 2

Comparand valorile gasite in cele doua cazuri, vedem ca cel mai mare k cu proprietatea ceruta
este k = 486.

4. Un numdr de cinci cifre A se scrie numai cu cifre din multimea {2, 3}, iar numéarul de patru
cifre B se scrie numai cu cifre din multimea {3, 4}.
Este posibil ca produsul A - B sa se scrie numai cu cifra 27

x x *, VO 2011-2012, cls VII, et ?

Solutie:

Avem ca 22222 < A < 33333 si 3333 < B < 4444 deci 22222 - 3333 < A- B < 33333 - 4444 adica
74065926 < A - B < 148131852. Agadar A - B are 8 sau 9 cifre dar e mai mare decat 22222222 si
mai mic decat 222222222 deci nu poate avea toate cifrele egale cu 2.

5. Sa se determine numerele naturale a, b, ¢, mai mari decat 1 pentru care — + 5 + — este
a c
numar natural.

* KX VO 2011-2012, et 2, cls 7, pb 3

1 1 1
Solutie. Relatia — + 3 + — fiind simetrica in a, b, ¢ putem presupune a < b < c.
a c

Cum c>b>a > 2, avem
1

a

Q| =
N W

S| =



.11 1
deci — 4+ -+ - =1.
a c

b
1 1 1 3
Daca a > 4 atunci — + 3 + - < 1 < 1, deci acest caz nu este posibil. Rezulta ci a € {2, 3}.
a c
1 1 1 1 1 2 1
Dacad a = 2 trebuie ca —+—-=—-. Daca b > 5 atunci — + — < = < —. Rezulta atunci ca
b ¢ 2 b ¢~ 5 2
be{3,4}.

Pentru b = 3 rezulta ¢ = 6, iar daca b = 4 rezulta a = 4.

1 1 2 1
Daca a = 3 trebuie ca 7 + - = 3 Daca b > 4 atunci 7 +
c

Pentru b = 3 rezulta ¢ = 3.
In concluzie, renuntand la conditia a < b < ¢, obtinem ca (a, b, ¢) poate fi (3,3,3); (2,4,4); (4,2,4);
(4,4,2); (2,3,6); (2,6,3); (3,2,6); (3,6,2); (6,2,3); (6,3,2).

ol

1 2
< 3 < 3 Rezulta atunci ca b = 3.

6. Numarul prim p are urmatoarea proprietate: restul r, al impartirii lui p la 210 este un numar
compus §i poate fi reprezentat ca suma de doua patrate perfecte.
Sa se determine numarul r.

Olimpiada Nationala, Republica Moldova , VO 2011-2012, et 2, cls VII, pb 4

Solutie. Din enunt avem
p =210k +r, r < 210

sau
p=2-3-5-7T-k+r

Deoarece p este numar prim rezulta ca r nu poate avea in descompunerea sa in factori nici pe 2,
nici pe 3, nici pe 5, nici pe 7. In caz contrar, ar rezulta ca p este unul din aceste numere, caz
in care am obtine k = 0 gi p = r ceea ce nu se poate deoarece p este numar prim, iar r numar
compus.

Atunci r € {11%; 11-13; 11-17; 11-19; 13%}.

Prin calcul se constatd cd numai r = 132 = 122 + 52 se scrie ca suma a dou# patrate perfecte
nenule. Deoarece in unele carti este considerat gi 0 ca fiind patrat perfect, probabil cd in enunt
trebuia preciazat cd este vorba de patrate perfecte nenule. In caz contrar, si 112 se scrie ca
02 + 112, deci se giisesc doua numere, 121 si 169, care ar putea eventual indeplini conditiile din

enunt. Mai raméane sa aratam ca exista numere prime care impartite la 210 chiar dau aceste
resturi. Alegand k = 1, gasim numerele p = 331 si p = 379 care sunt prime si dau la Impartirea
cu 210 chiar resturile dorite, anume 121 si respectiv 169.

In concluzie r € {121,169}.

7. Sa se determine numerele naturale n si p pentru care numerele p, p+ 3", p+ 371, p 4 3n+2
si p+ 3"*3 sunt simultan prime.
M. S. Pop, 2011-2012, cls VII-VIII, et 3, pb 2

Solutie. Daca p > 3 atunci p este impar si deci p + 3", de exemplu, este sigur numéar par, mai
mare decat 2, asadar nu poate fi numar prim. Ramane p = 2.
Numerele devin

2, 243", 2430 94 gnt2 94 gnts

Daca n = 0 obtinem numerele 2, 3, 5, 11, 29 care sunt prime.

Daca n = 1 obtinem numerele 2, 5, 11, 29, 83 care sunt prime.

Pentru n = 2 numarul 2 + 3"*3 are ultima cifra 5, este mai mare decat 5, deci nu este prim.
Pentru n = 3 numarul 2 + 3”2 are ultima cifra 5, este mai mare decat 5, deci nu este prim.

Si observam ci ultima cifrid a lui 3***! este 3, pentru orice k numar natural.

Atunci, pentru n = 4k, numarul 3! are ultima cifra 3 si de aici, pentru k& > 1, numérul 24 37+1
nu e prim.

Pentru n = 4k + 1, numarul 3™ are ultima cifra 3 si de aici, pentru k > 1, 2 + 3" nu e prim.
Pentru n = 4k + 2, numarul 3"*3 are ultima cifra 3 si de aici 2 + 373 (avand ultima cifra 5 si
fiind mai mare decat 5 pentru orice k > 0) nu e prim.

Pentru n = 4k + 3, k > 0, numirul 3”2 are ultima cifra 3 si de aici 2 + 3"*2 nu e prim.

In concluzie, toate numerele sunt prime daca p =2, n=0saup =2, n = 1.



8. Se dau numerele ¢ = ayas-.-a,, a > 1, sib=a1az..-aya1az-.-a, (in baza 10).
b
Stiind c& a? | b, aflati valoarea raportului —-
a
Turneul Oragelor, 2011-2012, cls 7, et 5, pb 1

Solutie. Avem 10"7! < a < 10" i b = (10" + 1)a, de unde rezultd ci a | 10" + 1, adici exista
k € N astfel ca ak = 10" + 1. Cum 10" 'k < ak < 10"k, adicd 10" 'k < 10" + 1 < 107k,
deducem ca, daca n > 1, atunci k < 10 si k > 2. In plus, k trebuie sa divida 10™ + 1, deci k este
impar si k # 3, k # 5 sl k # 9, deci k poate fi numai 7. Prin urmare singura valoare intreaga

posibild a lui — este 7 (dacd a are cel putin doua cifre). Dac& n = 1, din a? | @a rezulta a | 11,

a2
ceea ce nu se poate pentru a > 1, a cifra.

Observatie: Exista intr-adevar numere a i b cu proprietatea din enunt, de exemplu, a = 143 i
b= 143143 = 143% - 7.

9. Se dau sase numere de patru cifre al caror cel mai mare divizor comun este 1. Aratati ca
putem alege cinci dintre ele al caror cel mai mare divizor comun este tot 1.

Olimpiada Rusia, 2011-2012, cls 7, et 5, pb 3

Solutie. Presupunem cé oricare cinci din cele gsase numere au un divizor comun prim. Acesta
nu divide si cel de-al saselea numar. Cei sase divizori comuni ai grupurilor de cate cinci numere
sunt numere prime distincte, adica cel putin 2, 3, 5, 7, 11, 13. Atunci unul dintre numere este
cel putin 3-5-7-11-13 = 15015, contradictie cu faptul ca numerele au cate patru cifre.

10. Fie 9 numere naturale care il divid pe 302°%°. Aritati ci existd doua dintre acestea avand

produsul patrat perfech ., Vioreanu, Yale University, S.U.A., 2011-2012, cls 6,7.8, et 7, pb 1
Solutie. vezi GM 789/2009

11. Aratati ci ecuatia 1% + 30 = 20102!° nu poate avea in multimea numerelor intregi decét
solutia z =y =2z =0.

Calin Gasparic, Bucuresti, 2011-2012, cls 7-8, et 7, pb 3

Solutie. Fie (z,y,2) o solutie a ecuatiei, cu z,y, z numere intregi. Dacd z = 0 atunci rezulta
x =y =0. Pentru z # 0 avem x # 0 i y # 0; In caz contrar se ajunge la contradictie. Se stie
ca ,,suma a doua patrate perfecte se divide cu 3 daca si numai daca fiecare dintre ele se divide
cu 3. Cum 2010 se divide cu 3, iar 29 si y'° sunt pitrate perfecte rezultd ca x = 3x1,y = 31
cul <z <2si0<y <y Cuacestea ecuatia devine 319210 + 319410 = 2010219, jar dupa
impartirea la 3 obtinem 3210 + 3910 = 670219, De aici deducem ci z = 3z; cu 0 < 2z; < 2
si ecuatia devine 39210 + 3%y1% = 670 - 319210 sau z1° + y{® = 201021{°. Procedand aseminitor
obtinem x3° + 410 = 201022° cu0 < 2o < 21 <z, 0 < Yo < y1 < 4,0 < 20 < 21 < 2. Procedeul se
poate aplica de o infinitate de ori ceea ce presupune ca exista o infinitate de numere naturale mai
mici decat un numar natural dat. Contradictie. In concluzie nu avem decat solutiax =y =2 =0.

MEDII

1. Care este cel mai mare numar natural par care nu se poate scrie ca suma a doud numere
compuse impare?

Concurs SUA, 1984; VO 2010-2011, cls. VII, et: 7

Solutia 1:

Observam ca pentru orice k € N, numarul 6k + 9 = 3(2k + 3) este un numar compus impar. Un
numar par n poate da la impartirea cu 6 unul dintre resturile: 0, 2, 4.

Dacé n = 6m, m € N cu m > 3, putem scrie n = 6m = (6(m — 3) +9) + 9 adica sub forma unei
sume de doua numere compuse impare. Despre celelalte numere de aceasta forma, anume 0, 6 si
12, se verifica prin Incerciri ca nu se scriu ca suma a doud numere compuse impare (cel mai mic
numar compus impar fiind 9, acest lucru este evident).

DacEn =6m+2, m € Ncum > 7, putem scrie n = 6m + 2 = (6(m—7)+9) + 35 adica sub



forma unei sume de doua numere compuse impare. Despre celelalte numere de aceasta forma,
anume 2, 8, 14, 20, 26, 32 si 38, se verifica prin incercari ca nu se scriu ca suma a doua numere
compuse impare.

Dacan =6m+4, m € Ncum > 5, putem scrien = 6m—+4 = (6(m—5)—|—9) + 25 adica sub forma
unei sume de doua numere compuse impare. Despre celelalte numere de aceasta forma, anume 4,
10, 16, 22, si 28, se verifica prin incercari ca nu se scriu ca suma a doua numere compuse impare.
Asadar numerele naturale pare care nu se scriu ca suma de doud numere compuse impare sunt:
0,2,4,6,8,10,12,14,16,20,22,26,28,32 si 38, ultimul fiind numarul cautat.

Solutia 2:

Observam c& orice numar de forma 5(2k + 1), k € N* este compus si impar. Un numér par n
poate avea ultima cifra, u(n), 0,2,4,6 sau 8.

Daci u(n) = 0 gi n > 30 atunci n = 10m cu m € N, m > 3, deci n = 10m = 15 + (10m — 15) =
15 + 5(2m — 3) e suméi de doud numere compuse impare. Despre celelalte numere de aceastd
forma, anume 0, 10 si 20, se verifica prin incercari ca nu se scriu ca suma a doua numere compuse
impare.

Daci u(n) = 2gin > 42 atunci n = 10m +2 cum € N, m > 4, deci n = 10m + 2 =
27 + (10m — 25) = 27+ 5(2m — 5) e sumd de doud numere compuse impare. Despre celelalte
numere de aceasta forma, anume 2, 12, 22 si 32, se verifica prin Incercari ca nu se scriu ca suma
a doua numere compuse impare.

Dacd u(n) =4sin > 24 atuncin = 10m+4 cum € N, m > 2, decin = 10m+4 = 9+(10m—5) =
9+45(2m—1) e sum& de doud numere compuse impare. Despre celelalte numere de aceasta forma,
anume 4 si 14, se verificd prin Incercari ca nu se scriu ca suma a doua numere compuse impare.
Dacd u(n) = 6 sin > 36 atunci n = 10m +6 cu m € N, m > 3, decin = 10m + 6 =
21 + (10m — 15) = 21 4+ 5(2m — 3) e suma de doua numere compuse impare. Despre celelalte
numere de aceasta forma, anume 6, 16, si 26, se verifica prin Incercari ca nu se scriu ca suma a
doua numere compuse impare.

Dacd u(n) = 8 sin > 48 atuncin = 10m +8 cu m € N, m > 4, deci n = 10m + 8 =
33 + (10m — 25) = 33 + 5(2m — 5) e sumd de doud numere compuse impare. Despre celelalte
numere de aceastd forma, anume 8, 18, 28 si 38, se verifica prin incercari ca nu se scriu ca suma
a doua numere compuse impare.

Din nou, examinand lista numerelor pare care nu se scriu ca suma a doua numere compuse im-
pare, gasim ca 38 este cel mai mare numar cu aceasta proprietate.

2. Pentru n numar natural rezolvati, in multimea numerelor intregi, ecuatia
zt 4yt =137,
Manuela Prajea, Drobeta-Turnu Severin, 2011-2012, cls 7-8, et 3, pb 4

Solutie. Daca n = 0 ecuatia devine
sryt=1

cu solutiile (+1;0) si (0; £1).

Daca n # 0, atunci 13" este divizibil cu 13.

Orice numar intreg p da la impartirea cu 13 unul din resturile 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12. Atunci
p? di la impértirea cu 13 unul din resturile 0,1,3,4,9,10,12, iar p* unul din resturile 0,1,3,9. Se
observa ca singura varianta care poate conduce la

este cea cu z*, y* divizibile cu 13, adici cea cu z, y divizibili cu 13.

Daci (z,y) este o solutie a ecuatiei din enunt cu n > 0, atunci 2 = 13z, y = 13y;, unde
ri+ 9yt = 13"7% Dacin —4 > 0 gisim cd 1 = 13wy, vy = 13y si 25 + y53 = 13778,
Continuam procedeul pana cand, dupa k pasi, ajungem la ecuatia xi + yé = 13"** unde
r=mn—4k € {0,1,2,3} este restul impartirii lui n la 4.

Daca r € {1,2,3} (adicd n nu este divizibil cu 4) atunci am vazut cd x = 132k41, yx = 13yk+1,
deci membrul stang este divizibil cu 13 in vreme ce membrul drept nu este divizibil cu 13, Prin
urmare, daca n nu este divizibil cu 4, ecuatia nu are solutii.

Daci r = 0 (adicd n este divizibil cu 4) rezulta ca

(zk, yi) € {(—1,0), (1,0), (0,-1), (0,1)}, de unde obtinem



(z,y) € {(£13™,0), (0,£13™)}, unde m = %.
In concluzie, daca n nu este divizibil cu 4 atunci ecuatia nu are solutii, iar daca n = 4m, m € N,
atunci ecuatia are solutiile (+13™,0) si (0, £13™).

3. Aflati cel mai mic multiplu al lui 81 care are:
a) numai cifre de 1.
b) o cifra de 0 si in rest numai cifre de 1.

* x *, 2012, faza finala, cls 7

Solutie.
a) Fie n numarul de cifre al multiplului cautat. Trebuie ca 10" — 1 si fie divizibil cu 3°. Stim

cin = ¢(3%) = 2 35 satisface 10" — 1 : 35, Din 3 | (103 — 1)(10%" +1) si 103 + 1 = M9 + 2
rezulti ci 36 | (103 —1). Dar 103 — 1 = (103" — 1)(1023" + 103" + 1) = (103" — 1)(M9 +3) =
(103 — 1)(1023° 4+ 103" + 1)(M9 + 3) = (103" — 1)(M9 + 3)(M9 + 3) = ... = (103 — 1)(My +
3) (Mg + 3) (Mg + 3)(Mg + 3) = M37 deci este suficient si alegem n = 3* = 81........ 5 puncte
b) Trebuie cel putin 9 cifre de 1; incercam cu 9 de 1 si un 0.

Prin verificare se contata ca singurul numar de aceasta forma care e divizibil cu 81 este 1111111101.
2 puncte

Solutie alternativa pentru a):
Din v3(10"—1) = v3(10—1)4wv3(n) (lema Lifting the Exponent), rezultd ca pentru ca v3(10"—1) =
6 trebuie v3(n) = 4, deci n minim este 3* = 81.

4. Sirul p, este definit recursiv astfel: p; = 2 si p,41 este cel mai mare factor prim al lui
pip2 - Pn + 1, pentru n > 1.

a) Este 5 termen al girului?

b) Este 11 termen al girului?

* % %, 2012, cls 8, faza finala

Solutie.

Calculam urmatorii termeni ai girului: ps =3, p3 = 7.

a) Presupunem, prin absurd, cd 5 ar fi termen al girului. Daca p,, = 5, (n > 4), cum toti termenii
sirului incepand cu al treilea nu sunt divizibili nici cu 2, nici cu 3, ar trebui ca p,, sa fie o putere
a lui 5. Dar relatia p1py - - pn_1 + 1 = 5%, k € N*, nu poate avea loc: membrul stang di restul 3
la impartirea cu 4, in vreme ce membrul drept darest 1.......... ... ... ... ... ... 2 puncte
b) Presupunem, prin absurd, ci 11 ar fi termen al girului. Daca p, = 11, (n > 4), inseamna ca
pip2 - Pno1 + 1 ="5F11% cu k € N, £ € N*. Membrul stang di rest 3 la impértirea cu 4, 5% da
rest 1, deci trebuie ca 11 sd dea rest 3 la impartirea cu 4. Dar 11° = (12 — 1) = M4 + (-1)¢,
deci ¢ trebuie sa fie impar. Pe de alta parte, membrul stang da rest 1 la impartirea cu 3, iar
11° = (12—1)* = M3+(-1)* = M3—1 (caci £ este impar). Deducem ci 5* trebuie sa fie de forma
M3 — 1. Dar 5% = (6 — 1)¥ = M3 + (—=1)¥, deci trebuie si k si fie impar. Atunci 5*11¢ = 55u2,
deci ar trebui ca pipops---pn—1 + 1 = 55u?. Membrul sting di rest 1 la impértirea cu 7, iar
55 = MT — 1, deci ar trebui ca u? si dea rest 6 la impartirea cu 7, ceea ce nu se poate (un
patrat perfect di unul dintre resturile 0, 1, 2 sau 4 la impértirea cu 7). Am obtinut asadar o
contradictie. Prin urmare 11 nu este termen al girului............. ... ... ... ... 5 puncte

GRELE

1. Se stie ca 2333 este un numar de 101 cifre a carui prima cifra este 1. Cate dintre numerele
2k 1< k<332 au prima cifra 47

Tournament of the Towns, 2001, VO 2010 -2011, cls X, et ?

Solutie: Atunci cand in secventa 2!, 22, ..., 2332 trecem de la 2" la 2"+, numirul de cifre fie

ramane neschimbat, fie cregte cu 1. Ceea ce este important este cid daca numarul de cifre
creste cu 1 atunci 2"*! incepe cu cifra 1 si reciproc, daci 2F incepe cu 1 atunci tocmai a
crescut numarul de cifre. Privim acum prima cifrd a termenilor situati intre doi termeni care
incep cu 1. Deoarece fiecare termen se obtine prin dublare din precedentul, avem urmatoarele
cinci variante:



o2k = 1. 2kl =2 2Ft2 =4 2F3 =g .. (2F* = 1...), adici, pe scurt, 1 — 2 —
o2k = 1. 2kt =92 2ktZ =4 . 2k =9 . (2 =1..)), adics, pe scurt, 1 — 2 —

o2k =1.., 2l =2. 2M2=5__ (2¥3 =1...), adica, pe scurt, 1 -2 =5

o2k =1.., 21 =3. . 2M2=6._. (2¥3 =1...), adica, pe scurt, 1 — 3 — 6

o2k =1... 2kl =3 . 2F2 =7 (23 =1...), adici, pe scurt, 1 —+3 =7

Deoarece 2333 are 101 cifre si incepe cu 1, printre numenere din secventa noastra vor fi 99 de
numere care incep cu cifra 1 (ele au 2,3, ...,100 cifre). Fiecare 1 este urmat de doi sau de trei
termeni care nu incep cu 1. Dacd un 1 este urmat de 3 cifre diferite de 1 (variantele 1 si 2 de
mai sus) atunci una dintre cifre este 4, iar daca un 1 este urmat de doar doud cifre diferite de 1
(variantele 3, 4 si 5 de mai sus) atunci cifra 4 nu apare printre cele doud cifre. Asadar pentru
a vedea cate dintre primele 332 de puteri nenule ale lui 2 incep cu 4 trebuie doar sa vedem de
cate ori se intAmpla ca cifra 1 si fie urmata de 3 cifre diferite de 1. Adaugdm termenul 2° la
inceput pentru a obtine un bloc complet, 1, 2, 4, 8. Daca notam cu x numarul de blocuri cu 4
termeni (cele din variantele 1 si 2, adic& cele care incep cu 1 — 2 — 4 —) gi cu y numaérul blocuri
cu 3 termeni (cele din variantele 3, 4 i 5), avem = + y = 100 si 4z + 3y = 333 (in secventa
20 21 .. 2332 sunt 333 de termeni). Rezolvand sistemul obtinem z = 33, y = 67, deci avem 33
de blocuri de tipul 1 = 2 — 4 — adica 33 de termeni care incep cu cifra 4.

2. 94 de caramizi, fiecare de dimensiuni 4 x 10 x 19, sunt puse una peste alta formand un turn
de 94 de caramizi. Fiecare caramida poate fi pozitionata in asa fel incat sa contribuie cu 4, 10
sau 19 la inaltimea totald a turnului. Cate inaltimi diferite de turn se pot obtine folosind toate
cele 94 de caramizi?

Concurs SUA, 1994, VO 2010-2011, cls X, et ?
Solutia 1:

Daca cinci caramizi dintr-un turn sunt orientate astfel incat fiecare sa contribuie cu 10 la inaltimea
totala a turnului, atunci acestea contribuie in total cu 50 la Inaltimea turnului. Aceste cinci
caramizi pot fi reorientate astfel incat trei dintre ele sa contribuie cu 4 la inaltimea turnului, iar
celelalte doua sa contribuie cu 19 la inaltimea turnului. Observam ca prin aceastid reorientare
inaltimea totald a turnului nu s-a modificat. Prin urmare, putem presupune ca in turn sunt 0, 1,
2, 3 sau 4 caramizi orientate astfel incat ele sa contribuie cu muchia de lungime 10 la inaltimea
turnului. Toate celelalte caramizi sunt orienate in aga fel incat sa contribuie fie cu 4, fie cu 19 la
inaltimea turnului.

Presupunem ci avem r € {0,1,2,3,4} cAr&mizi care contribuie cu 10 gi x cArdmizi care contribuie
cu 19 la inaltimea turnului. Atunci avem 94 — x — r caramizi care contribuie cu 4 la iniltimea
turnului. Prin urmare turnul va avea inaltimea 10r + 192 + 4(94 — x — r) = 376 + 152 + 6r. Ob-
servam ca pentru doua alegeri diferite ale numarului de caramizi din fiecare tip se obtin turnuri
de inaltimi diferite: dac& 376+ 152z + 6r = 376 + 152’ + 61/, rezultd 5(z — 2’) = 2(r’' —r), de unde
5] (r— ). Rezultd r = v/ (céici r,7’ € {0,1,2,3,4}), apoi x = /. Prin urmare sunt tot atatea
inaltimi posibile ale turnului cate alegeri posibile ale perechii (z,r) exista, cu r € {0,1,2, 3,4} si
x € Ncuxz+r <94. Pentru fiecare r € {0,1,2,3,4} fixat avem z € {0,1,...,94 — r}, deci z ia
95 — r valori. Prin urmare sunt 95 de perechi cu r = 0, 94 de perechi cu r = 1, 93 de perechi cu
r = 2,92 de perechi cu r = 3 i 91 de perechi cu r = 4, adica, in total, 95+94493+92+491 = 465
de asemenea perechi, deci 465 de inaltimi posibile ale turnului.

Solutia 2:

Notam cu z, y, z numarul de caramizi care contribuie cu 4, cu 10, respectiv cu 19 la inaltimea
totald a turnului. Atunci x +y + z = 94 si inaltimea turnului este 4= + 10y + 192 = 4(94 — y —
z)+10y+ 19z = 376 + 3(2y + 5z). Problema revine la a determina cate valori diferite ia expresia
2y+5zcuy,zeNecuy+z<94 In orice caz, 2y + 5z < 5(y + z) < 5 - 94 = 470.

Pentru a numara valorile posibile ale lui 2y 4 5z folosim:

Teorema francaturilor Avand timbre de a lei si de b lei in cantitati nelimitate, numim fran-
catura orice suma care se poate pune in timbre pe un plic, adica orice numar de forma ma + nb

cum,n € N.
(a—1)(b-1)

Dacd (a,b) = 1 atunci numarul non-francaturilor este sl cea mai mare non-



francatura este (a — 1)(b—1).

Aplicand aceastd teoremd cu a = 2, b = 5, rezultd c& avem (2 — 1)(5 — 1)/2 = 2 non-francaturi
mai mici decat (2—1)(5—1) = 4 (anume 1 gi 3). Toate celelalte numere intre 4 gi 470 se scriu sub
forma 2y + 5z cu y, z € N, dar nu neaparat cu y+ z < 94. Inlocuind z = 94 — z — y, constatam ca
un numdar n cuprins intre 4 gi 470 este francatura ,,bund” (adica un 2y + 5z cu y + z < 94) daca
si numai dacd 470 — n = 5x + 3y, cu x,y € N. Folosind din nou teorema francaturilor pentru
a =5,b=3, deducem cd avem (3—1)(5—1)/2 = 4 non-francaturi (pentru 3 si 5, adicd francaturi
,,proaste” pentru 2 si 5) mai mici decat (3 — 1)(5 — 1) adicd 4 numere proaste intre 463 gi 470
(acestea sunt 463, 466, 468 si 469). Prin urmare dintre cele 471 de numere de la 0 la 470, sase nu
sunt francaturi ,,bune” (1, 3, 463, 466, 468, 468), deci raméan 471 — 6 = 465 de francaturi bune,
adica de 1naltimi posibile de turn.

Observatie: Numarul de inaltimi posibile este egal cu numarul de termeni din dezvoltarea lui
(z% + 210 + 219)%4. Mai mult, coeficientul lui 2" din dezvoltarea de mai sus indicd numarul de
moduri diferite prin care se poate obtine un turn de inaltime n.



