ViitoriOlimpici - Probleme de combinatorica

USOARE

1. Spunem ca un triplet ordonat (A, B, C') de multimi are intersectie minimald daca ANBNC =
@, iar multimile AN B, BN C si C' N A au cate un element.

De exemplu, tripletul ({1, 2}, {2,3}, {1, 3,4}) are intersectie minimala.

Cate triplete cu intersectie minimald, in care fiecare din multimile A, B, C este o submultime a
lui {1,2,3,4,5,6,7}, exista?

Concurs AIME, SUA, 2010, VO 2010-2011, clasa a IX-a, et ?
Solutie:

Alegem mai intai elementul (unic) al multimii AN B. Aceasta alegere poate fi ficutd in 7 moduri.
Alegem apoi, din cele 6 numere ramase, elementul (unic) al multimii B N C. Aceastd alegere
poate fi ficutd in 6 moduri. Alegem, din cele 5 numere ramase, elementul (unic) al multimii
ANC. Aceasta alegere poate fi facuta in 5 moduri. Radméan 4 numere. Fiecare din aceste nu-
mere va ajunge intr-una din urmétoarele 4 multimi: A\ (BUC), B\ (CU A), C\ (AU B) si
{1,2,3,4,5,6,7}\ (AUBUC). Asadar pentru fiecare din cele 4 numere ramase existd 4 variante.
In total sunt asadar 7-6-5-4* = 53760 de triplete cu intersectie minimala formate din submultimi
ale lui {1,2,3,4,5,6,7}.

2. Problema. Putem pava o podea 100 x 100 folosind un numar egal de dale patrate 3 x 3 si
1x1?
Andrei Eckstein, 2011-2012, cls 7, et 5, pb 4

Solutie. Vom arata ca raspunsul la intrebarea din enunt, este afirmativ. Vom indica o modalitate
de a pava podeaua.

Putem pava un dreptunghi 10 x 3 cu 3 dale 3 x 3 i 3 dale 1 x 1, deci putem pava gi un dreptunghi
100 x 3 folosind cate 30 de dale din fiecare tip.

De asemenea, putem pava un dreptunghi 25 x 16 astfel: coltul 24 x 15 din dreapta sus il pavam cu
8-5 =40 dale 3 x 3. Cele 40 de patrate ramase (pe marginea din stanga si cea de jos a patratului
25 x 16) le pavam cu dale 1 x 1. Folosind 28 de dreptunghiuri 100 x 3 si un dreptunghi 100 x 16
(obtinut prin lipirea a patru dreptunghiuri 25 x 16) vom putea pava podeaua 100 x 100.

3. In varfurile unui cub se scriu numerele de la 1 la 8, apoi pe fiecare din muchiile acestuia se
scrie modulul diferentei numerelor scrise in varfurile din capetele acesteia. Care este numarul
minim de numere diferite care pot fi obtinute pe muchii?

Olimpiadd Rusia, 2011-2012, cls VIII, et 5, pb 1
Solutie.
Pe cele trei muchii care pleaca din varful in care este scris numarul 8 sunt scrise trei numere
diferite, deci minimul cautat este cel putin 3.
Pe de alta parte, este ugor de construit un exemplu de cub
ABCDA'B’C'D’ in care pe muchii figureaza exact 3 numere diferite. Iatd un asemenea exemplu:
A(1), B(2), C(4), D(3), A'(5), B'(6), C'(8), D'(7) unde numarul din paranteza indicd numéarul
care se scrie in varful respectiv. Pe muchii se obtin numerele 1, 2 si 4.

4. Determinati numéarul perechilor de multimi (A, B) care indeplinesc simultan conditiile:
a) AUBC {1, 2, ..., 2012},

b) ANB C {1, 2, ..., 1006},

c) A\B#@.

Manuela Prajea, 2012, faza finala

Solutie.

Numé&rdm mai intai perechile (A, B) care indeplinesc conditiile a) si b). Pentru fiecare din nu-
merele 1, 2, 3, ..., 1006 sunt 4 variante: el poate apartine lui A\ B, lui AN B, lui B\ A sau si
nu aparting nici lui A, nici lui B. Pentru fiecare din numerele 1007, 1008, 1009, ..., 2012 sunt 3
variante: el poate apartine lui A\ B, lui B\ A sau sa nu apartina nici lui A, nici lui B. Asadar
sunt 41006 . 31006 asemenea perechi de multimi.................ccoooiiiii 4 puncte
Dintre aceste perechi trebuie eliminate perechile pentru care A\ B = @. S& numéiram aceste
perechi:



Pentru fiecare din numerele 1, 2, 3, ..., 1006 sunt 3 variante: el poate apartine lui AN B, lui B\ 4
sau s& nu aparting nici lui A, nici lui B. Pentru fiecare din numerele 1007, 1008, 1009, ..., 2012
sunt 2 variante: el poate apartine lui B\ A sau si nu apartind nici lui A, nici lui B. Asadar sunt
31006 21006 perechi de multimi care nu satisfac ¢). Prin urmare sunt 41006 . 31006 _ 31006, 51006
perechi care satisfac cele trei proprietati.......... ... i 3 puncte

MEDII

1. Un dreptunghi 2010 x 1000 este impartit in patratele unitate. Construim una din diagonalele
dreptunghiului. Cate patratele unitate traverseaza diagonala?
(Patratelele care au un singur punct comun cu diagonala nu vor fi numarate.)

kX VO 2010-2011, cls VII, et: ?
Solutie:

Sa presupunem ca diagonala uneste coltul din stanga jos al dreptunghiului cu coltul din dreapta
sus si ca parcurgem aceasta diagonala pornind din coltul din stanga jos. Fie A multimea patratelor
unitate pe care diagonala le traverseaza si pe care le parasesgte prin latura de sus a acestora, iar
B multimea patratelor unitate pe care diagonala le traverseaza gi pe care le paraseste prin latura
din dreapta a acestora. Numdarul cautat este Card(AU B) = Card A+ Card B — Card(AN B).
In drumul ei, diagonala va traversa 2010 linii orizontale, deci va parasi 2010 patrate unitate prin
latura de sus a acestora. Agadar Card A = 2010. (Fiecare traversare a unei linii orizontale
corespunde unei schimbéri de patratel.) Similar, in drumul ei, diagonala va traversa 1000 de
linii verticale, deci va parasi 1000 de patrate unitate prin latura din dreapta a acestora. Asadar
Card B = 1000.

Mai trebuie s& evaluam Card(A N B). AN B reprezintd multimea patratelor unitate pe care
diagonala le paraseste prin coltul din dreapta sus al acestora. Daca diagonala traverseaza si-
multan linia orizontald cu numarul n si linia verticald cu numéarul m atunci avem (din teorema

fundamentald a asemanarii) ca
n m

2010 1000 °
Deducem ca 100n = 201m si, cum (100,201) = 1, rezulta m = 100k, apoi n = 201k. Deoarece
0 <mn <2010 s 0 <m < 1000, deducem ca k € {1,2,...,10}, deci sunt 10 patrate pe care
diagonala le paraseste prin coltul din dreapta sus. Asadar Card(AN B) =10 si Card(AU B) =
2010 + 1000 — 10 = 3000.

2. Pe o tabla patrata impartita in 15 x 15 patratele sunt agezate 15 turnuri care nu se ataca unul
pe altul. Apoi fiecare turn face o mutare de cal. Aratati cd acum exista cel putin o pereche de
turnuri care se ataca reciproc.

Tournament of the Towns, 2001, VO 2010-2011, cls IX, et ?

Solutie: Numerotam liniile i coloanele tablei de la 1 la 15. Faptul ca turnurile sunt agezate

pe tabla astfel incat ele nu se atacd unul pe altul inseamna ca pe fiecare linie si pe fiecare
coloana se gaseste initial exact un turn. Dacd notam cu x; numarul liniei pe care se afla tur-
nul cu numarul ¢ gi cu y; numarul coloanei pe care se afla turnul cu numaéarul ¢ atunci avem
S=(x14zo+..+x15)+ (W1 +y2+..+y15) = (1+2+...415) + (1+2+...415) = 15-16 = 240.
Atunci cand un turn efectueaza o mutare de cal, el igi modifica linia cu 2 si coloana cu 1 sau
invers, adica modifica suma x; + y; cu 1 sau 3, prin urmare suma x; + y; isi schimba paritatea.
Deoarece avem un numaér impar de turnuri si fiecare din ele isi schimba paritatea sumei x; + y;,
rezulta ca gi paritatea sumei S se va modifica. Dar am vazut ca o conditie necesara pentru ca
turnurile sa nu se atace este ca S = 240. Ori S devine impar, deci aceastd conditie necesara nu
este indeplinita dupa ce toate turnurile fac mutari de cal. Prin urmare vor exista cel putin doua
turnuri care se ataca reciproc.

3. Se considera girul ay, as, as, ... definit astfel: a3 = 6, ao = 1, az = 0, a4 = 5 si pentru
n > 5, n numar natural, a, se defineste ca fiind ultima cifra a sumei celorlalti patru termeni
precedenti. Astfel, prin concatenare, girul devine: 61052850... .
Aratati ca secventa 2012 este in sir.

Manuela Prajea, Drobeta-Turnu Severin, VO 2011-2012, et 2, cls 7-8, pb 1

Solutie. Consideram toate grupurile de patru cifre consecutive disjuncte care apar in gir. Adica:
6105, 2850, 5881, ... si cum sunt 10* grupuri de patru cifre posibile, deducem c# la un moment



dat un grup de patru cifre se va repeta, de exemplu abed. Din regula de definire a sirului deducem
cd urmatoarele cifre care vor aparea dupa grupul abed vor fi unic determinate de aceste patru
cifre, deci gi acestea se vor repeta, adica daca dupa grupul abed va aparea grupul efgh, atunci
din nou dupa aparitia grupului abed va aparea grupul efgh, etc si girul devenind astfel, de la un
moment dat, periodic. De fapt, din modul in care este definit sirul, se vede ca si termenii care
preced un grup abed sunt unic determinati de cifrele a, b, ¢, d, deci cifrele care preced un grup
abed vor fi mereu aceleasi pentru fiecare repetare a grupului abed. De aici rezultéd ca sirul este
periodic de la inceput. Prin urmare grupul 6105 va mai aparea in gir. Ne uitam la a doua aparitie
a grupului 6105. Aplicand regula de determinare a termenilor sirului, deducem ca termenii din
stanga grupului 6105 sunt in ordine: 8, apoi 5, apoi 2, apoi 1, apoi 0, apoi 2, etc, deci o secventa
din sir este: ...2012586105..., adica secventa 2012 este in sirul dat.

4. Se coloreaza punctele unui cerc de raza 1 (din interior si de pe frontiera) cu 3 culori. Aratati
ca exista o infinitate de segmente de lungime 1 avand extremitatile de aceeasi culoare.

Manuela Prajea, Drobeta-Turnu Severin, VO 2011-2012, et 2, pb 3
Solutie. Fie ABC DEF un hexagon regulat inscris in cercul dat, O centrul acestuia si My, My, Mj3
multimile de puncte colorate cu cele trei culori date.
Presupunem, prin absurd, ca nu existd doua puncte colorate la fel, situate la distanta 1.
Daca O € My, atunci A, C, E€ My si B, D, F € Mj.

A

Consideram cercul C(O; ‘ég) . Acesta va intersecta cercurile C(A4;1), C(C;1), C(E;1) in punctele
M, P, respectiv @, centrele triunghiurilor echilaterale BOC, DOFE, respectiv FOA.

Punctele M, P, @ nu sunt din multimea My deoarece AM = CP = EQ = 1,iar A, C, E € Ms.
De asemenea, deoarece DM = FP = BQ = 11 D, F, B € Mjs, rezulta ca M, P, Q ¢ Ms.
Rezulta atunci ca M, P, @ € M;. Dar AMPQ este echilateral de laturd 1 rezulta ca exista
puncte de aceeasi culoare situate la distanta 1, contradictie.

Asadar, exista doua puncte de aceeasi culoare la distanta 1.

Rotind hexagonul initial astfel incat varful A si parcurga arcul AB vom obtine o infinitate de
hexagoane gi de fiecare data cel putin un segment de lungime 1 cu capetele de aceeasi culoare.
Segmentele ,,monocolore” gasite nu se pot repeta, agadar rotind hexagonul se gasesc o infinitate
de segmente ,,monocolore” distincte.

5. Determinati numerele naturale n > 2 care au proprietatea ca existda o multime de n puncte in

—1 . .
% axe de simetrie.

plan avand
Manuela Prajea, VO 2011-2012, cls VIII, et 2, pb 4

Solutie. ,,Dacd n = 2, atunci multimea {A;, A5} are % = 1 axe de simetrie este o afirmatie
falsd (o axi de simetrie este mediatoarea segmentului A; Ay, dar si dreapta A;As este axd de
simetrie).

Dacad n > 3 notam A = {4y, As, ..., A,} o multime cu n puncte si care are axe de

n(n—1)
2
simetrie. Dacd o ax& de simetrie contine toate punctele din A, atunci nu pot exista decat cel

mult doud axe de simetrie, absurd. Asadar pentru fiecare axa de simetrie d existd un punct
A € A nesituat pe d. Atunci gi simetricul lui A fata de d apartine lui A, deci d este mediatoarea



segmentului determinat de o pereche de puncte din A. Deoarece trebuie sd avem % axe

de simetrie, adicid tocmai numérul perechilor de puncte (distincte) din A, rezultd ci axele de
simetrie sunt exact mediatoarele segmentelor determinate de punctele din A.

Fie m;; mediatoarea unui segment A;A;. Daca A, € A, diferit de A; si A; nu este situat pe
mediatoara m;;, notam A, simetricul lui A, fata de m;;. Atunci m;; = my, si numarul axelor de

n(n—1)
2

simetrie ar fi mai mic decat . In concluzie, Ay, € m;j, adica toate punctele din A, diferite

de A; si Aj, se afld pe mediatoarea m;;.
Dar acest lucru este evident imposibil pentru n > 3, deci singura posibilitate este pentru n = 3,
anume multimea A formata din varfurile unui triunghi echilateral.

6. Avem sase bucati de cagcaval avand greutati diferite. Pentru oricare doud dintre ele se poate
constata, ochiometric, care dintre ele este mai grea.
Se stie ca bucatile de cagcaval pot fi impartite in doua grupuri de cate trei avand aceeagi greutate.
Cum putem determina aceste grupuri din doar doua cantariri avand la dispozitie o balanta fara
greutati?

Turneul Oraselor, 2011-2012, cls 8, et 5, pb 3

Solutie. Putem ordona cele 6 bucati fara a efectua vreo cantarire: fie 1 < 2o < 3 < x4 <
r5 < xg greutatile celor 6 bucati de cagcaval. Scriind egalitatea greutatilor bucatilor din cele
doua grupuri egale vom avea una din urméatoarele variante:

1+ 2Ty +x6 =3+ 24+ T5 (1)
1’1+£L’3+£L’6:ZL’2+1’4+1’5 (2)
X1+ Ty +2T5 =22+ 23+ Tg (3)
1+ x4 + 6 = T2 + 3 + T5 (4)
T1+T5 + 26 = T2 + T3 + x4. (5)

Pentru a vedea care varianta este cea corecta comparam mai intai, folosind balanta, sumele
T1 + T4+ x6 §1 T2 + 3 + x5. Daca ele sunt egale, am gasit cele doua grupuri cautate.

Daci x1 4+ x4 + z6 < x2 + o3 + 25 atunci nu putem avea egalitate nici in variantele (1), (2) si (3)
primul grup fiind mai usor decat al doilea. In acest caz, rezulta cd avem egalitate In varianta (5).
Daca x1 + x4 + 6 > T2 + 3 + 5 atunci nu putem avea egalitate nici in varianta (5). Comparam
acum, printr-o a doua cantarire, grupurile x1 + z3 + xg $i T2 + 4 + x5. Daca ele sunt egale,
atunci am terminat.

Daca z1 +x3 + a6 < x2 + x4 + x5 atunci nu putem avea egalitate nici in varianta (1), deci trebuie
sa avem egalitate In varianta (3).

Daca x1 + x3 + ¢ > x2 + x4 + x5 atunci avem i x1 + x4 + x5 < 2 + T3 + xg, deci trebuie sa
avem egalitate In varianta (1).

7. Determinati valorile numarului natural n pentru care putem pava o podea n x n folosind un
numar egal de dale patrate 2 x 2.gi 1 x 1.
Andrei Eckstein, 2011-2012, cls 8, et 5, pb 4

Solutie. Presupunand ca o podea n X n poate fi pavata folosind k dale 2 x 2 si k dale 1 x 1, din
motive de arie trebuie si avem n? = k- 22 + k- 12 = 5k, deci 5 | n.

Vom ardta cd dacd 5 | n i n # 5 atunci podeaua n X n poate fi pavatd respectand cerintele din
enunt. De asemenea, vom arata ca un patrat 5 x 5 nu poate fi pavat.

Observam mai intai ca un dreptunghi 5 x 2 poate fi pavat ugor cu doua dale 2 x 2 gi doua dale
1 x 1. Folosind astfel de dreptunghiuri, putem pava orice dreptunghi (5j) x (2k) folosind un
numir egal de dale 2 x 2 gi 1 x 1. In particular, putem pava orice podea (10¢) x (10£).

O a doua observatie importanta este cad putem pava un dreptunghi 15 x 7 respectand conditiile
din enunt. Vom pava ,,coltul” 14 x 6 din dreapta-sus cu 7 -3 = 21 dale 2 x 2; restul de 21 de
patrate (marginea din stdnga si cea de jos a dreptunghiului 15 x 7) le pavam cu dale 1 x 1.
Lipind langa dreptunghiul 15 X 7 un dreptunghi 15 x 8, obtinem o pavare pentru patratul 15 x 15.
(Am véazut cd putem pava ,regulamentar” orice dreptunghi in care o dimensiune este multiplu
de 5 gi cealaltd este para.)

Pentru a pava podeaua (10:+15) x (10i+15), ¢ € N*, vom lipi mai intai langa patratul 15 x 15 un
dreptunghi 15 x (10¢) (care se poate pava pentru ca 5 | 15 gi 107 este par). Obtinem un dreptunghi
15 x (10¢ 4 15) care se poate pava. Langa acesta lipim un dreptunghi (10¢) x (10i 4 15) (care



poate si el fi pavat) obtindnd o pavare pentru patratul (10i + 15) x (107 4 15).

Am aratat agadar ca orice patrat de dimensiune multiplu de 5, mai mare decat 5, poate fi pavat.
Patratul 5 x 5 nu poate fi pavat. Daca ar putea fi pavat, ar trebui pavat cu cate 5 dale din fiecare
tip. Coloram péatratelele unitate ale patratului 5 x 5 pe benzi verticale: alb-negru-alb-negru-alb.
Atunci vom avea 15 patratele albe si 10 negre. O dala 2 x 2 acopera, indiferent de pozitia in
care e plasata, cate doua patratele din fiecare culoare. Rezulta ca ele trebuie sa acopere cele 10
patratele negre, ceea ce nu se poate.

GRELE

1. Impértim un poligon convex 1n triunghiuri ducand cateva diagonale care nu se intersecteaza in
interior. In fiecare din varfurile poligonului se inscrie numarul de triunghiuri formate care contin
acel varf, apoi se sterg diagonalele. Este posibila reconstituirea tuturor diagonalelor trasate
folosind numai aceste numere?

Tournament of the Towns, 2001, VO 2010-2011, cls IX, et ?

Solutie: Raspunsul este afirmativ. Vom indica mai jos un procedeu de reconstituire a diagonalelor.

Vom arata mai intai ca, oricum ar fi trasate diagonalele, exista un varf marcat cu 1. Orice
diagonala imparte poligonul in doua poligoane cu un numar mai mic de laturi. Dintre toate
aceste ,,semi-poligoane” il alegem pe cel (unul dintre cele) care are numér minim de laturi. S&
notam cu AC o diagonala pentru care unul dintre ,,semi-poligoanele” determinate de AC are
numar minim de laturi. Daca in ,,semi-poligonul minimal” am putea sa mai ducem o diagonala
am obtine un...,,semi-semi-poligon” cu mai putine laturi decat ,,semi-poligonul minimal”, ceea
ce ar contrazice alegerea lui AC. Prin urmare in ,,semi-poligonul” minimal nu mai putem duce
diagonale deci acesta este un triunghi. Daca notam cu B cel de-al treilea varf al acestui triunghi,
varful B intra intr-un singur triunghi, deci poarta eticheta 1.

Tatd cum putem reconstitui diagonalele folosind observatia de mai sus:

Cautdm un varf marcat cu 1 (existd!). Fie acesta B gi s notdm cu A si C varfurile vecine. Atunci
BA i BC sunt laturi ale triunghiului din care face parte B, deci a treia latura a triunghiului va
fi diagonala AC.

Am reconstituit agadar O DIAGONALA. Acum STERGEM PUNCTUL B si scddem 1 din
etichetele punctelor A si C' (pentru ci nu mai luadm in considerare triunghiul ABC). Obtinem
un poligon cu mai putine laturi, care la randul lui are un varf marcat cu 1, deci putem continua
procedeul pana cand ajungem la un triunghi cand reconstituirea se incheie.



