ViitoriOlimpici - Probleme de algebra

USOARE

1. Se considerd a, b, ¢ numere reale pozitive cu abc = 1. Sa se arate ca:

a n b n c <
24+bc 24+ca 2+ab

Manuela Prajea, VO 2011-2012, et 2, cls VIII, pb 1

1.

Solutie. Avem

L b L - a? n b? n ? CBS  (a+b+c)?
24+bc 24+ca 2+ab 2a+1 2b+1 2c+1 T 2a+b+c)+3

Notand s = a + b + ¢, din inegalitatea mediilor si abc = 1 avem s > 3. Folosind cele de mai sus,

e 8P
este suficient sa aratam ca
2s+3

> 1 pentru orice s > 3. Acesta inegalitate se scrie echivalent

(s — 1)2 > 4, ceea ce este evident pentru orice s > 3. Cu aceasta inegalitatea este demonstrata.
Egalitate avem pentru a =b=c = 1.

2. Stabiliti daca existd numere reale nenule a1, as, ..., a1 astfel incat

1 1 1 1 1 1
ap+— lac+— | ... (ao+ — | =(a1 — — 2— — | - {G0— — )
ai a9 aio aq az aio

Olimpiadd Rusia, 2011-2012, cls VIII, et 5, pb 2

Solutie. Presupunem ca exista ay, as, ..., a9 € R* care verifica relatia datd. Atunci, eliminand
numitorii, am avea ca

(@i +1D)(a3+1) ... (afg+1) = (a] = 1)(a3 — 1) - ...~ (afy —1). (1)
Dar 22 + 1 >|2% — 1| pentru orice x € R*, deci
(af +1)(a3 +1) ... (afo +1) > |(a] —1)(a3 — 1) ... (af — D),
ceea ce contrazice relatia (1).
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