PUNCTUL LUI TORRICELLI.
APLICATII IN ALGEBRA

de CAMELIA OPREA, elevi, SIBIU

In practica se pune adesea problema amplasarii unui obiectiv la distanta minima
fata de trei repere date, pentru a minimiza costurile de transport, conducte, cabluri,
etc. De exemplu, se cauta pozitia optima, de amplasare a unei uzine termoelec-
trice ce urmeaza a deservi 3 localitati A, B, C' nesituate in linie dreapta, astfel incat
lungimea conductelor care leaga uzina de cele 3 localitati sa fie minima.

Matematicianul francez Pierre de Fermat (1601-1665) este cel care a formulat
problema determinarii punctului aflat la distanta minima de varfurile unui
triunghi, intr-o scrisoare adresata confratelui sau italian Evangelista Torricelli
(1608-1647). Din corespondenta celor doi au ramas posteritatii urmatoarele teo-
reme:

Teorema 1. (Torricelli)

Se considera triunghiul ABC' cu toate unghiurile strict mai mici decat 120° si
pe laturile triunghiului se construiesc in exterior triunghiurile echilaterale ABC",
ACB;, BCA,. Cercurile circumscrise acestor triunghiuri au un punct comun.
Demonstratie:

Fie T punctul de intersectie al cer-
curilor  circumscrise  triunghiurilor ABC)
si ACB;. Atunci patrulaterele ATBCY si
ATCB; sunt inscriptibile, deci m(<ATB) =
180° — m(<AC,B) = 180° — 60° = 120°
si m(<ATC) = 180° — m(<ABC) =
180° — 60° = 120°, de unde m(<«BTC) =
360° — m(<ATB) — m(<ATC) = 120°, deci
m(<BTC) + m(<«BA;C) = 120° 4+ 60° = 180°,
adica patrulaterul BTCA; este inscriptibil,
punctul 7 aflandu-se pe cercul circumscris
triunghiului BC'Ay, q.e.d.

Observatie: Astfel s-a demonstrat ca exista un unic punct din plan cu proprie-
tatea ca m(<ATB) = m(<ATC) = m(<«BTC) = 120°.

Punctul T se numeste punctul lui Torricelli pentru AABC. El coincide, dupa
cum se va demonstra, cu punctul lui Fermat, care realizeaza minimul sumei dis-
tantelor la varfurile unui triunghi.



Teorema 2.

Se considera triunghiul ABC' cu toate unghiurile strict mai mici decat 120° si
triunghiurile echilaterale ABCY, ACB;, BC Ay construite in exterior. Fie T punc-
tul definit mai sus. Atunci:

a) AA,, BB,, CC) sunt concurente.
b) AT + BT + CT = AA, = BB, = CC}.
Demonstratie:

a) T fiind punctul de concurenta a cercurilor din teorema precedentd, in patru-
laterul inscriptibil BTC A; avem m(<A;TC) = m(<A; BC) = 60° =

m(<AITA) = m(<A,TC) + m(<CTA) =60°+ 120° = 180° = T € AA;.

Analog rezulta T' € BBy, T € CC; = AA ;N BB, NCC, ={T} q.ed.

b) Aplicand prima teorema a lui Ptolomeu pentru patrulaterul inscriptibil BT'C' A,
si tinand cont ca ABC A este echilateral = BC'-T A, = BT - A\ C+ A1B-CT =
TA, =BT+ CT = AA; = AT+TA, = AT+ BT + CT. Procedand analog in pa-
trulaterele inscriptibile AT BC, si ATCB; = AT+BT+CT = AA, = BB, = CC,
q.e.d.

Teorema 3. (Fermat)

Punctul T considerat anterior are proprietatea ca realizeaza minimul sumei
MA+ MB+ MC, cu M punct din planul triunghiului ABC.
Demonstratie:

Fie M un punct oarecare in planul triunghiului ABC. Aplicand inegalitatea lui
Ptolomeu in patrulaterul M BA,C obtinem: MA;-BC < MB-A,C+MC-AB si
tinand cont ca ABCA; este echilateral, simplificam si obtinem MA; < MB+MC,
adica AA; < AM+MA, < MA+ M B+ MC, pentru orice M € (ABC). Folosind
Teorema 2, rezulta ca: TA+TB +TC = AA; < MA+ MB + MC cu egalitate,
daca gi numai daca M =T, q.e.d.

Sa ne imaginam o constructie geometrica a acestui punct.

Fie AABC cu toate unghiurile mai mici decat 120° si A
M un punct oarecare din interiorul sau. A-1 determina
pe T este echivalent cu a gasi punctul pentru care suma
MA+ MB+ MC' este minima. Rotim ABCM 1in jurul
punctului B cu 60°, spre exteriorul triunghiului ABC.
Astfel punctul C' ajunge in pozitia A;, iar M in M’.
Prin constructie, triunghiurile BC'A; si BM M’ sunt
echilaterale, iar ABCM = ABA;M’. Ca urmare suma
distantelor MA + MB + MC = AM + MM' + M'A,
este In o general linie franta (intre punctele A
si A; frantd In punctele M i M'), care are
lungimea minima daca si numai daca punctele
A, M, M’ A; sunt coliniare, ceea ce este echivalent cu
m(<AM B) = 180° — m(<BMM') = 180° — 60° = 120°
sim(«BMC) = m(<«BM'A;) = 180° — m(<BM'M) = 180° — 60° = 120°
& T = M. In concluzie punctul 7' € AA,;.




Rotind analog ACAM in jurul lui C' si AABM
in jurul lui A, obtinem punctele By si C; aflate in
exteriorul AABC, astfel incat triunghiurile C AB;
si ABC sa fie echilaterale. Rezulta analog a T' se
afla i pe BB; gi pe CCy. Ca urmare AA;, BB,
si CC; sunt concurente, punctul 7' fiind chiar
intersectia lor i deci este unic.

In concluzie, prin constructia geometrica s-a
demonstrat ca
MA+MB+MC>TA+TB+TC = AA, = BB, =CC,, VM € Int AABC,
{T} = AA, N BB NCCy, m(<ATB) = m(<ATC) = m(«BTC) = 120°, ceea ce
este echivalent cu teoremele 1, 2, 3 (pentru M interior triunghiului).

Aplicatii. Prezentam cateva aplicatii in algebra si mai cu seama in demonstrarea
unor inegalitati.

P.1. Numerele z,y, 2 € R7 verifica urmatoarele relatii:

a) 2’ +ry+y? =25 b))y’ +yz+22=169, c)2*+zzx+ 2= 144.

Sa se calculeze valoarea expresiei zy + yz + zx.

Solutie:

O solutie algebrica pentru astfel de probleme necesita eforturi mari, nu intotdeauna
incununate de succes.

Observam, avand in vedere teorema cosinusului, urmatoarele:

-conditia a) este echivalenta cu existenta unui triunghi cu laturile z, y, 5 si unghiul
dintre z si y de 120°;

-conditia b) este echivalenta cu existenta unui triunghi cu laturile y, z, 13 gi unghiul
dintre y si z de 120°;

-conditia c) este echivalenta cu existenta unui triunghi cu laturile z, z, 12 gi unghiul
dintre z si x de 120°.

Trasam cele trei triunghiuri avand un varf comun 7', din care pornesc laturile z, y, z
formand intre ele unghiuri de 120°. Obtinem astfel un triunghi cu laturile 5, 13, 12
si deci dreptunghic (se verifica teorema lui Pitagora 52 + 12?2 = 132), in care T este
punctul lui Torricelli, deoarece indeplineste conditia m(<ATB) = m(<ATC) =

1
m(<BTC) = 120°. Calculam aria: Sapc = Stap+ Srpc+STac = §(xy sin 120° +

3
yzsin 120° + zz sin 120°) = %(my +yz+ zz). Pe de alta parte, AABC fiind drep-

AB-AC  5-12

5 5 :30:>xy+yz+zx:40\/§.

tunghic, are Sypc =

P.2. Pentru a, b, c > 0 demonstrati ca:

\/§(2+%+%)< \/a2+ab+62+\/62+bc+62+\/02+ca+a2'

ab be ca

Marius Stanean, din [4]



Solutie: In jurul  punctului 7T construim A
ATAB, ATAC, ATBC, astfel incat
TA = a, TB = b, TC = ¢ si m(<ATB) =
m(<ATC) = m(«BTC) = 120°. Punctul T
este punctul lui Torricelli pentru AABC astfel
obtinut. Consideram 7D L BC, D € BC si (TE
bisectoarea unghiului BTC, E € BC. Aplicand
teorema cosinusului gi exprimand aria ABTC in  * E D

doua moduri, se obtine:
bcsin120° BC -TD besin120°

BC =V +be+ 2, Sgre = 5 = 5 ,deunde TD = BO
ben/'3

20/ +bc+ 2

\/bz+bc+c2:a’ b, c:

Calculam lungimea bisectoarei TEF in ABTC, care are laturile

b—l—c+\/b2+bc+c2 bt e— VP4 be e

p— =

b+c 2
b b2 b 2

2v/be \/ +0)? thet ) _ Ve Vbe = ——. Dar TD < TE implici
b+c Cb+tc b+c
1 1 Qm b+c m V3

> N > s . Analog:
TD > TE ber/3 be be 2 b ¢
N 1\ VaZ+ab+0b? 1
V@teata V31 1\ VaFab i B VB 1N g e

ca 2 c a ab 2 \a b

incheiem demonstratia. Egalitatea are loc daca bisectoarea TE este si inaltime,
adica daca b = c gi analog celelalte, deci pentru a = b = c.

P.3. Oricare ar fi numerele reale pozitive x,y, z sa se arate ca:
3@+ ay+ )W +yz+ 22+ zr+2%) > (v +y + 2) % (ay +yz + 22)?

Olimpiada Iran
Solutie: x,y,z € R, fiind variabile pozitive, pot fi considerate ca distante.
Expresiile de forma 2 4+ xy + 3? ne sugereaza deja utilizarea punctului lui Tor-
ricelli.
Fie un punct 7" in jurul caruia trasam segmentele TA, TB,TC de lungimi z,y,
respectiv z, astfel incat m(<ATB) = m(<ATC) = m(<«BTC) = 120°. Din
constructie rezulta ca T este chiar punctul lui Torricelli pentru AABC, care are

laturile ¢ = /22 + 2y + y%, a = \/y?> + yz + 22, b = V22 + zx + 22. Calculez aria:

rysin120° /3
S = Apapc = Aprap+Aaree+Anrac = Z yT = T(xy-l—yz—i—zm) =
cyc

45 . .
xy +yz + zx = —. Inegalitatea devine:

7



45\* 48
3a*V’c? > (v+y+2)? (—) & abeV3 > (z+y+2)—= & s+y+2z < 3.2 _ 3R,

V3 V3

R fiind raza cercului circumscris. Dar conform !
teoremei lui Fermat, punctul 7' realizeaza mini-
mul sumei distantelor M A+ M B+ MC pentru
VM € (ABC). Pentru M = O, O fiind centrul
cercului circumscris triunghiului, rezulta x+y+
2=TA4+TB+TC <OA+0OB+0C = 3R
ceea ce incheie demonstratia.
Egalitatea are loc daca T'= O, adica daca
triunghiul este echilateral, ceea ce revine
laz=y=-=z
P.4. Sa se arate ca oricare ar fi numerele reale pozitive x,y, z avem:

Baty+2) <V(@+y+2)? 430 —y2) + V(@ +y+2)?+3(y° —22) +

V(T +y+2)2 4 3(22 — ay).
Solutie: x,y, z fiind numere reale pozitive pot fi considerate lungimi de segmente.
Inecuatia fiind omogena si fiindca trebuie demonstrat ca suma x + y + 2z este mai
mica sau cel mult egala cu o expresie ce ar putea fi 0 suma de segmente, ma gandesc
la punctul lui Torricelli. Consider suma z + y + 2 egald cu suma distantelor de la

T la varfurile triunghiului AABC' caruia 1i este asociat. Incerc sa pun in evidenta
in membrul drept laturile triunghiului:

V{wty+2)°+3(2% —yz) = Vi4a® + 37 + 22 4 2oy 4 20z —yz =
V222 + 22y + 2y% + 202 + 202 + 222 — y? —yz — 22 =
=202 +ay+1y?) + (12 +az+22)] — (P +yz+22) =202+ 2) —a =

262 2\ _ 2
= 22’\// ( _+_ ¢ ) a - :2772%l‘

120°

4
Inecuatia devine: 3(x+y+2) < 2(mq+mp+m.) & x+y+2 <
2

2 2
a:+y+z<§ma+§mb+§mc.

Dar doua treimi din mediana reprezinta distanta de la varf la centrul de greutate
G al triunghiului. Inecuatia devine TA+TB+TC < GA+GB+ GC ceea ce este
intotdeauna adevarat, conform teoremei lui Fermat.

Egalitatea are loc daca T' = G, adica daca triunghiul este echilateral, ceea ce revine
laz=y=z

(Mma+mp+me) <

Wl o

Observatie: Problemele P.2. si P.4. pot fi rezolvate algebric fara dificultate,
ceea ce nu am putea spune si despre P.1. si P.3..
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