IN LEGATURA CU TEOREMA
BISECTOAREI GLISANTE

de ANDREI ECKSTEIN, TIMISOARA

In aceast articol ne propunem sa reunim diverse proprietati cunoscute, legate de
teorema bisectoarei glisante si de bogatul ei univers. Configuratia este legata de
mai multe probleme date in acest an la diverse concursuri de matematica.

1. Drepte separatoare. Centrul lui Spieker
Vom incepe cu urmatoarea proprietate interesanta:

Teorema 1. Fie D mijlocul laturii [BC| a unui triunghi ABC. Consideram
dreapta d care trece prin D si imparte perimetrul triunghiului in doua parti
egale. Atunci dreapta d este paralela cu bisectoarea unghiului <A (sau coincide cu
aceasta).

Demonstratie: Daca AB = AC, evident d
coincide cu bisectoarea unghiului <A.

In caz contrar, putem presupune AB < AC.
Daca P este al doilea punct de intersectie
a dreptei d cu triunghiul, atunci P € (AC)
este astfel ca AB + AP = CP. Considerand
E mijlocul lui [AC], triunghiul CDE are
perimetrul jumatate din perimetrul triun-
ghiului ABC, deci CD+ DE+ EC = DC +
CP, de unde DE = EP.

1 1
Rezulta ca m(<EPD) = 5 m(<CED) = 5 m(<tA), deci DP este paralela cu bi-

sectoarea unghiului <A. B

Evident, are loc si reciproca teoremei 1: paralela la bisectoare dusa prin mijlocul
laturii opuse imparte perimetrul triunghiului in doua parti egale.

O dreapta d care trece prin mijlocul uneia din laturile triunghiului si imparte
perimetrul acestuia in doua parti egale se numeste separatoare (in limba engleza
cleaver, adica ,,satar”).

Teorema 2. Cele trei drepte separatoare ale unui triunghi sunt concurente intr-un
punct numit centrul lui Spieker.t

i1 onoarea matematicianului germen Theodor Spieker (1823 — 1913).



Demonstratie: Daca D, F, F' sunt mijloacele laturilor [BC|, [C'A], [AB] ale unui

1
triunghi ABC', omotetia de centru G (centrul de greutate) si raport —5 care duce

triunghiul ABC' in triunghiul sau median, duce bisectoarea din A in paralela prin
D la bisectoarea din A, adica in dreapta
separatoare care trece prin D. (Aceasta 4
este chiar bisectoarea din D a triunghiu-

lui median DEF.) Deoarece bisectoarele
triunghiului ABC' sunt concurente in I,
centrul cercului inscris, §i imaginile lor prin " ‘ ¢
omotetie, adica cele trei separatoare, vor fi \
concurente in I, imaginea prin omotetie a *
punctului /. De fapt, I’, centrul lui Spieker,

este centrul cercului inscris in triunghiul ? v

DEF. 1

Demonstratia de mai sus poate fi ,tradusa” la nivelul clasei a VII-a folosind
asemanarea triunghiurilor AGI si DGI'.

O consecinta imediata este atunci ca punctele I, G, I’ sunt coliniare, cu G € (I1') si
IG = 2GT', adica centrul lui Spieker se afla pe dreapta lui Nagel. O parte din acest
rezultat a fost data anul acesta la concursul interjudetean Mathematica - modus
vivendi, Ramnicu-Valcea, vezi problema O.IX.291. din RMT nr.2/2014, rezol-
vata in acest numar.

Independent de aceasta concurenta, merita retinut ca separatoarele sunt de fapt
bisectoarele triunghiului median.

2. Teorema ,,bisectoarei glisante”
Teorema bisectoarei glisante este o generalizare a reciprocei teoremei 1:

Teorema 3. (a ,,bisectoarei glisante”) Se considera un triunghi ABC gi M €
AB, N € AC, de aceeasi parte a dreptei BC, astfel incat BM = C'N. Fie D, @)
mijloacele segmentelor [BC], respectiv [M N]. Atunci dreapta D@ este paralela
(sau coincide cu) bisectoarea unghiului <tA.

Demonstratia 1: (cu vectori)

— 1 ? —
Se stie (si se demonstreaza usor) ca QD = 5 (M +NC ) Reprezentand vectorii
M E si ﬁ cu originea in A, adica alegand X,Y astfel incat K =M E si

F = W, rezulta ca ﬁ = ﬁ, unde Z este mijlocul lui [XY]. Dar triunghiul
AXY esteisoscel (AX = MB = NC = AY), deci mediana (AZ) este si bisectoare;

prin urmare vectorul QD este coliniar cu vectorul AZ care are directia bisectoarei
unghiului <A. B



Demonstratia 2: Vom considera cazul M € (BA, N € (CA. Fie S mijlocul lui
[BN]. Atunci [QS] este linie mijlocie in triunghiul M N B, iar [SD] este linie mij-

1 1
locie in triunghiul BC'N. Atunci QS = 5 MB = 5 NC = SD, iar m(<@QSD) =
m(<<QSN) +m(<NSD) = m(<ABN) +m(<ANB) = 180° — m(<A). Rezulta ca

1
triunghiul QSD este isoscel cu m(<SQD) = 5 m(<A) si, cum QS || AB, rezulta
concluzia.

Cazul celalalt, cu M, N in semiplanul opus lui A determinat de BC, se poate
demonstra analog sau se poate reduce la cazul studiat mai sus, aplicandu-1 pentru
triunghiul AMN. R

Demonstratia 3: Fie B’ simetricul lui B fata de (). Atunci M BN B’ este paralelo-
1
gram, deci NB' = M B = NC. Un calcul simplu arata ca m(<NB'C) = 3 m(<A),

deci B'C e paralela cu bisectoarea din A. Dar [() D] este linie mijlocie in triunghiul
BCB', deci @D, fiind paralela cu B'C), este paralela (sau confundata) cu bisec-
toarea din A. W




Teorema bisectoarei glisante arata ca dreapta ) D este de fapt separatoarea definita
in primul paragraf.

Presupunand AB < AC i alegand M = A, punctul ) va fi chiar punctul P - a
doua intersectie a separatoarei din D cu triunghiul ABC.

In mod asem#nitor se demonstreazi si urmatoarea generalizare a teoremei bisec-

toarei glisante:

Propozitie: Fie k£ > 0 un numar real. Se considera un triunghi ABC si M € AB,

BM
N € AC, de aceeasi parte a dreptei BC, astfel incat N k. Fie D, () puncte
BD M@

tele [BCY, tiv [M N| astfel incat — = —

pe segmentele [BC, respectiv [M N] astfel inca D~ NO

DQ este paralela (sau coincide cu) bisectoarea unghiului <(A.

= k. Atunci dreapta

3. Problema ,,coardei frante” a lui Arhimede

Va prezentam in continuare o problema celebra, atribuita lui Arhimede, care, dupa
cum se va vedea, este legata de teorema bisectoarei glisante.

Teorema 4. (a ,,coardei frante”) Fie R mijlocul arcului BAC al cercului cir-
cumscris triunghiului ABC, cu AB < AC. Daca P este proiectia lui R pe AC,
atunci P imparte ,,coarda franta” BAC in doua parti egale (adica AB+AP = PC).

Demonstratie: Fie L proiectia lui R pe AB. Din RB = RC si <RBL = <RCP,
rezultd ca triunghiurile RLB si RPC sunt congruente (IU), deci BL = CP i
RL = RP. Apoi ARLA = ARPA (IC), deci AL = AP. In concluzie, CP =
BL=BA+ AL=BA+ AP. 1

Alte demonstratii pot fi gasite in [1].



4. Proprietati diverse

In figura de mai jos apar majoritatea punctelor de care ne-am interesat pana acum:
M, N puncte pe laturile (AB), respectiv (AC) ale triunghiului ABC, cu AB < AC,
D, @ mijloacele segmentelor [BC], respectiv [M N], R mijlocul arcului BC' care il
contine pe A, R’ mijlocul celuilalt arc BC, P proiectia lui R pe ,,coarda franta”
BAC' (in speta pe AC) si care, am vazut, este al doilea punct de intersectie al
separatoarei din D cu triunghiul, L proiectia lui R pe AB.

M

Sa observam ca DP este separatoarea din D si ca punctele L, P, D sunt coliniare:
separatoarea din D este chiar dreapta lui Simson corespunzatoare punctului R si
triunghiului ABC'. Alte proprietati interesante ale configuratiei sunt descrise in

Teorema 5.

In conditiile de mai sus, au loc urmatoarele proprietati:

a) RM = RN;

b) patrulaterul RAM N este inscriptibil;

c) daca notam M N N BC = {K}, atunci si patrulaterele K BM R, KCN R sunt
inscriptibile, adica R este punctul lui Miquel al patrulaterului M NCB.

Demonstratie: a) Cum RB = RC, BM = CN si <M BR = <NCR, rezulta
congurenta triunghiurilor M BR si NC'R, de unde concluzia.

b) Din congruenta de triunghiuri demonstrata mai sus rezulta ca m(<MRN) =
m(<MRB) + m(<BRC) — m(<NRC) = m(<«BRC) = m(<A), de unde rezulta
ca RAMN este inscriptibil.

c) Din <MRN = <BRC rezulta <RBK = <RMK (deci KBMR este in-
scriptibil) si <RCK = <RNK (deci KCNR este inscriptibil). l



5. Probleme propuse

1. Fie Ay, By, C mijloacele laturilor unui triunghi ABC' si Ay, Bs, Cy punctele care
impart liniile frante CAB, ABC', BC'A in parti egale. Aratati ca A Ay, B1 By, C1Cs

sunt concurente. . ‘
Concursul Vranceanu-Procopiu, 2010

2. Fie H, Ay, By, C} ortocentrul, respectiv mijloacele laturilor triunghiului ABC
si Ag, Bo, C5 punctele care impart liniile frante BHC, CHA, AH B 1n parti egale.

Aratati ca A1 As, B1Bs, C1C5 sunt concurente.
Marius Stanean

3. Fie patrulaterul convex ABCD, <A = <C si punctele P € (AB), Q € (BC),
R e (CD), S € (DA) astfel incat AP = CQ, AS = CR. Sa se arate ca mijloacele
segmentelor (AC), (PQ), (RS) sunt coliniare.

A. V. Mihai, O:410 - GM 7/1984

4. In triunghiul ABC cu |AB| # |AC| notim cu X, Y si Z punctele de tangenti ale
cercului inscris cu laturile [BC|, [AC] si respectiv [AB]; iar cu U mijlocul arcului
BC' al cercului circumscris triunghiului ABC, care contine varful A al triunghiu-
lui ABC. Fie K cel de-al doilea punct de intersectie al dreptei UX cu cercul
circumscris triunghiului ABC i {T} = AK NY Z. Aratati ca XT 1L Y Z.

Olimpiada Rio Plata (Argentina), 2008

5. Se considera triunghiul ABC, AB = AC si punctele M € (AB), N € (AC)
astfel incat CN = AM. Daca P este mijlocul segmentului [C'M] si @ este mijlocul
segmentului [AN], aratati ca PQ L BC.

Concursul Scolii Gimnaziale nr. 56, Bucuresti, 201

6. Fie ABC un triunghi cu AB > BC' si 2 cercul sau circumscris. Fie M, N pe
laturile [AB], respectiv [BC], astfel incat AM = CN. Daca {K} = MN N AC, P
este centrul cerculu inscris in triunghiul AM K, () este centrul cercului K-exinscris
al triunghiului CNK (opus varfului Ksi tangentlui CN). Daca R este mijlocul
arcului ABC' al lui §2, aratati ca RP = RQ.

M. Kungodjin, All Russian Olympiad, 2014

7. Pe laturile AB si AC' ale triunghiului ABC' se iau punctele variabile M si
N astfel ca BM = C'N. Sa se determine locurile geometrice ale mijlocului P al
segmentului M N daca:

a) M gi N sunt de aceeasi parte a lui BC.

b) M si N sunt in semiplane opuse fata de BC.

Vasile Pop, Concursul liceelor partenere cu Universitatea Tehnica din
Cluj-Napoca, 2010



In incheiere, doresc sa le multumesc unora dintre cei care mi-au atras atentia asupra

catorva din faptele sau problemele prezentate mai sus: Mircea Fianu, Titu Zvonaru si
Toan-Laurentiu Ploscaru.
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