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Prima proba de evaluare pentru Olimpiada Balcanica de Matematica pentru Juniori 2015

Solutii
BJ1/2015 Fie a=123456789. Si se compare numerele

2014% i 2015°

Solutie. Avem

9°=9.9°>9.81" >9-80 =9-64°-10" >9-60° -10"

=9.3600-10* =324-10° >27-10" >a.
Rezulta ca 9 = (99 )9 > a’ si
29 981 g )9 9.981 982
a® <a” <(°f =9 =9

Obtinem

2

2015*" <2015 < (2014°) " =

982+1

_2014% —2014% " <

<2014% <2014%".



BJ2/2015. Sa se arate un exemplu de 15 numere naturale nenule cu
proprietatea ca daca fiecare dintre ele este marit cu unu, atunci produsul tuturor
numerelor marite este de 2015 ori mai mare decat produsul numerelor initiale.

Solutie. Fie x, x,,..., x, numere naturale nenule cu proprietatea din
enunt. Atunci are loc egalitatea

(%, +1)- (X, +1)- ... (X +1)=2015-X, - X, - ... X5 . (1)

Din reprezentarea canonica a numarului 2015=5-13-31 rezulta ca numerele prime
5,13, 31 divid numarul (x, +1)-(x, +1)-...-(x;s +1). Rezulta ca din cele 15 numere

trei sunt egale cu4, 12 si 30. Fie x, =30, x, =12, x, =4. Egalitatea (1) se scrie
in forma

(% +1)-(x, +1)-...-(x, +1)- 5-13-31=5-13-31-X, - X, ... X,- 4-12-:30 &
(% +2)-(x, +2)- ... (%, +1)=2%-3% -5 X - X, ... X,
Daca punem x, =4, X, = X, =2 atunci ultima egalitate devine
(%, +1)- (X, +1)- .. (Xg +1)=2% - X, Xy - - X

Numerele naturale nenule x, =...=x, = x, =1 satisfac ultima egalitate.
Astfel, cele 15 numere cu proprietatea din enunt sunt

1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 4, 4, 12, 30.

Avem
1°-2%.4%.12-30-2015=2°-32 .52 -13-31=(1+1° - (2+1)? - (4 +1)* - (12 +1)- (30 +1).

Raspuns: Numerelesunt 1,1,1,1,1,1,1, 1,1,2,2, 4, 4,12, 30.



BJ3/2015. Fie  cercul circumscris triunghiului ABC. Tangentele duse la
cercul Q 1inpunctele A si B Se intersecteazd in punctul P, iar
mediatoarea laturii (BC) taie dreapta AC 1in punctul Q . Demonstrati ca

dreptele BC si PQ sunt paralele .

Solutie.

Q
P

Unim virful B cu punctul Q. Triunghiurile BCQ si BPA sunt isoscele.

Fie
m (£BCQ) =m (£CBQ) =« :M _
Atunci
m (/PAB) =m (/PBA) = « :w

(ca unghiuri formate de coarda si o tangentd) si
m (£BQC) =m (£BPA) =180° — 2« .
Rezulta ca patrulaterul ABPQ este inscriptibil, de unde rezultd ca
m (£PQB)=m (£LPAB)=a=m (£LQBC) .

Dar unghiurile PQB si QBC sunt alterne interne obtinute la intersectia dreptelor
BC si PQ cu secanta BQ. Cum aceste unghiuri sunt congruente, rezulta ca
dreptele BC si PQ sunt paralele.



BJ4/2015. Pe tabla sunt scrise numerele 1, 2, ..., 33. Un elev efectueaza

urmatorul procedeu: alege doud numere dintre cele scrise pe tabla astfel, incat
unul dintre ele este multiplul celuilalt numar; dupa alegere el sterge cele doua
numere $i scrie pe tabla catul lor. Elevul repeta procedeul de atatea ori pana cand
pe tabla rdiman doar numere fara multipli. Sa se determine cate numere raman pe
tabla in situatia in care elevul nu mai poate repeta procedeul.

Solutie. Fie A={1 2 3,...,32 33}. Cum pe tabla sunt initial scrise doar
elementele multimii A, atunci numerele prime 17, 19, 23, 29 si 31 vor ramanea
pe tabla, deoarece ele nu au multipli in multimea A. Vom demonstra ca pe tabla

vor ramanea inca 2 numere diferite de cele 5 indicate mai sus.
Reprezentam produsul celor 33 numere scrise inifial pe tabla ca produs de
factori primi. Avem

P=331=2%.3%.57.74.11®.13%.17-19-23-29-31.

La fiecare pas elevul alege perechea (x,y) cu x|y, adicd x=a, y=k-a si
le sterge de pe tabla, scriind pe tablda numarul k= Y cum x. y=k-a*, rezultd
X

ca efectuarea procedeului nu schimba paritatea exponentilor ale numerelor prime
din produsul P. In special, factorii primi 2, 3, 5 si 11 care au exponentii impari
vor raminea in produsul final. Cum 2-3-5-11> 33, rezultd ca pe tabla vor fi scrise
cel putin 2 numere produsul carora este divizibil la 2-3-5-11. Astfel, pe tabla
vor ramanea cel putin 7 numere.

Consecutivitatea de pasi

(16,32) > 2, (15,30) >2, (14,28) >2, (13,26) >2, (12,24)—>2, (11, 22) — 2,
9,27) >3, (7,2)—>3, (618 —>3, (5 25 —>5 (4, 20)>5 (28)—4,
(55 —>1 (2,4 —>2 (B3—>1 (33-1 (221 (22) > (2,2 >1
lasd pe tablda numerele 17, 19, 23, 29, 31, 10, 33 si 7 unitati. In urmatorii 7 pasi
unitatile pot fi eliminate de pe tabla astfel, incat pe tabla raman numerele

17,19, 23, 29, 31, 10, 33

Raspuns: Pe tabla vor raimanea 7 numere.



