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Problema 1. Fie a,b,¢,d > 0 cu abed = 1. Aratati ca

1 1 1 1
< 1.
a1b+2 btcr2 ctdt2 dtat2>

Gheorghe Eckstein

Solutia 1.
1

Substituim a = z*, b=y*, c = 2*, d = ¢* t>0, zyzt = 1. Atunci ——— =
ubstituim a = x~, yr,c=z", ,cuz,y,z, , TYZ unci PRI
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cu egalitate daca x =y si z = t.

Scriind si relatiile analoage pentru ceilalti trei termeni si adunand, obtinem inegalitatea ceruta,
cu egalitate dacax =y=z2z=t=1,adicAa=b=c=d=1.

Solutia 2.
1 1 1 1 1
Avem + < + . Notand vab = z, avem ved = — gi suma
a+b+2 c+d+27 2v/ab+2 2vVed+2 s

de mai sus devine - (L4 ® ) _1
€ Imal sus 6V1H62 T 1 1+x —2

Procedand similar pentru ceilalti doi termeni ai sumei obtinem relatia dorita.

Problema 2. Se dau greutatile 1 g, 2 g, ..., 200 g si se agaza cate 100 pe talerele unei balante.
Demonstrati ca se pot schimba 50 de greutati din talerul stang cu 50 de greutati din talerul drept
astfel Incat balanta sa fie in echilibru.

Solutie.

Numim pereche doua greutati cu suma 201g. Dorim ca in final, in fiecare taler sa avem 50 de
perechi.

Daca in talerul stang exista greutatile ai, ao, ..., asg care au perechile by, ba, ..., bso in talerul
drept, mutam greutatile astfel incat, in final, in talerul stang sa se afle greutatile a1, as, ..., aso,
bla b2) e b50~

In cazul contrar, exista 25 de perechi in talerul stand si 25 de perechi in talerul drept. Mutand
25 de perechi din talerul drept langa cele 25 de perechi din talerul stang obtinem rezultatul dorit.

Problema 3. In planul unui cerc de centru O si raza r se considera o dreapta care nu trece prin
O. O lacusta sare dintr-un punct al cercului intr-unul al dreptei, apoi inapoi pe cerc si asa mai
departe, lungimea fiecarei sarituri fiind egala cu r. Demonstrati ca lacusta poate ajunge in cel
mult 8 puncte ale planului.

Solutie.



Fie d dreapta din enunt. Presupunem ca, atunci cand are de ales intre numai doua locuri in care
poate sari, lacusta nu sare inapoi in locul din care a venit. Sa notam cu P; punctul de pornire al
lacustei, cu P, punctul de pe dreapta in care a sarit din P; gi asa mai departe. Deoarece lungimile
salturilor sunt egale cu r, OP; P»P3 este romb (eventual degenerat). Analog, si OPsP,Ps este
romb. De aici rezultd imediat ci triunghiurile PyOPs gi P, P3P, sunt congruente (LUL) si apoi
cd P Ps || d. Deducem de aici ¢ punctele P; gi P; sunt simetrice fatd de perpendiculara din O
pe dreapta d. (Acest lucru rdméane adevirat gi in cazurile degenerate.) Dacd acum lacusta isi
continua salturile, ea va ajunge intr-un punct Py care, se arata ca mai sus, este simetricul lui Ps
fata de perpendiculara din O pe dreapta d, adicd P;. Prin urmare licusta nu ajunge decat in
punctele Py, k = 1,8 (care nu sunt neaparat distincte).

Problema 4. In triunghiul ascutitunghic ABC, cu AB # AC, D este piciorul bisectoarei

interioare din A, iar F si F' sunt picioarele inaltimilor din B, respectiv C. Cercurile circumscrise
triunghiurilor DBF si DC'E se taie a doua oara in M. Aratati ca ME = MF.

N~

Leonard Giugiuc

Solutie.




Triunghiurile AEF si ABC sunt asemenea, deci AF - AB = AFE - AC, de unde rezulta ca punc-
tul A este pe axa radicala a celor doua cercuri, deci M € AD. m(LEMF) = 360° — (180° —
m(£LFBD))—(180°—m(LECD)) = m(£B)+m(£C) = 180° —m(£LA); deci patrulaterul AEM F
este inscriptibil. Astfel /AMEF = /FAM si /ZMFE = /ZEAM, deci triunghiul M EF este isos-
celcu ME = MF.

Problema 5. a) Aratati ca pentru orice numaér natural nenul n, exista a,b € R\ Z pentru care
multimea
A, ={a—b, a>=b* a® V% ..., a" - D"}

contine doar numere naturale nenule.
b) Fie a si b doud numere reale diferite cu proprietatea ca multimea

A={a" —b*| ke N}

contine doar numere naturale nenule. Aratati cd a si b sunt numere intregi.

Solutie.
11
a) Pentru a = 2"~1 4 7 8 b= 5 avem
n k—1 n k—2 n
k & n_1 (2" +1) + (2" +1) +--F+2"+1)+1
a®—b" =2 . oh 1 =

on—k . ((2" P e ) 2+ ) + 1) € N* pentru orice k € {1,2,...,n}.

ky + k2 ky — k2
b) Daci a —b = ky € N* 5i (a — b)(a+b) = ks € N*, atunci a = 22; Lsib= 2% -, Cel
1 1
mai mare divizor comun al numerelor ks + k? si 2k; este acelasi cu cel al numerelor ky — k% si

. . . N . . . . . p
2kq, deci a si b sunt numere rationale care, in forma ireductibila, au acelagi numitor. Fie a = =

—r n71+ n727,.+.”+ 7,.71724»7,7171
§ib=£,unde (p,q) =1si(r,q)=1.a"—b" = (b )(p P L ):
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v ( T L ” - 1 ) € N*. Exista ng,m,s cu (m,q) = 1, astfel
q"
m (M - +Mn,_ ++M +M _|_n7,.n71
incat, pentru orice n > ng, a” — b" = (Mg a2 i q ), deci g|n

Sqnfng
pentru orice n > ng, astfel ¢ = 1, deci a,b € Z.



