A 60-a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOVA
Chisinau, 27 martie 2016
A doua proba de evaluare pentru OBMJ 2016

BJ5. Numerele reale a si b satisfac sistemul de ecuatii

a’-a’+a-5=0,
{ b® —2b*+2b+4=0.
Aflati valoarea numerica a sumei a+b.
Solutie. Prin grupare de termeni avem
b® —20% +2b+4 = (b® —30% +30—1)+ (o> =20 +1)+ (b—1+5=0) <

(-1 +(b-1f +(b-1)+5=0.

Dacd la ultima egalitate obtinuta adunam prima egalitate a sistemului din enunt
obtinem relatiile

[a® + (b—17 |+|0b-17 —a* |+ (@a+b-1)=0 <
(a+b—1)-(a% +b*> —ab—b+1)=0.
Dar
2-(a2 +b? —ab—b+1)=(a® —2ab+b? )+ (0> —2b+1)+a? +1=
(a—by +(b-1°+a?+1>0

pentru orice numere reale a si b. Rezultd ca a+b=1.



BJ6. Determinati toate perechile (X, Y) de numere naturale care satisfac
ecuatia

5 =vy* +4y +1.

Solutie. Fie x,yeN. Cum 5* este numar natural impar, atunci numarul y
este par. Rezultaca 8|y* ti 8|4y, fapt care implica egalitatea

5*=8p+1 peN (1)
Daca x=2k+1, keN, atunci
5* = 5%+ _5.5% —5.25 —5.(8.3+1) =8q+5, qeN.
Am obtinut contradictie cu relatia (1). Rezultd ca nu exista solutii cu X impar.

Fie x=2k,keN. Atunci y* +4y+1:(5k)2 este un patrat perfect.
Pentru y>2 numarul y*+4y+1 nu este patrat perfect, deoarece

(yz)2 < y'+4y+1 < y4+2y2+1:(y2+1)2.

Daca y=2, atunci 5 =25 < x=2, adica perechea (2, 2) este solutie a
ecuatiei din enunt.

Daca y=0, atunci 5*=1 < x=0, adica perechea (0, 0) este solutie a ecuatiei
din enunt. Astfel, s={0,0), (2, 2)}.



BJ7. Inpatratul ABCD punctul E este mijlocul laturii AD. Punctele G si F sunt

situate pe segmentul (BE) astfel incat dreptele AG si CF sunt perpendiculare
pe dreapta BE. Demonstrati ca DF =CG.

Solutie. Fie «=m(ZGAE)=m(~ZGBA)=m(~ZABE)=m(ZFCB). Din
asemanarea triunghiurilor AGE si CFB avem 1_AE_AG_CGE

- = _2_2- - BF-=2GE,
2 CB CF BF
CF = 2AG.
A B
F
E
D C

Din congruenta triunghiurilor BGA ti CFB rezulta relatiile BF = AG si

CF =BG. Avem ecgalitatile BG =2AG, BF = AG, GF =BF = AG, de unde rezulta ca
triunghiul BGC este isoscel cu BC=GC.

Triunghiul BEC este isoscel cu m(£LEBC)=m(£LECB)=90° -, iar
patrulaterul DEFC este inscriptibil cu  m(£DCE)=m(LEFD)=a. Avem

m(£DFC)=m(£DCF)=90° -, de unde rezultd ca triunghiul DFC este isoscel cu
DF = DC = BC =CG.



BJ8. Nicu joaca la calculator urmatorul joc. Initial numarul S din calculator are valoarea
S = 0. La fiecare pas Nicu alege un numar oarecare a (0 < a < 1) si 1l introduce in
calculator. Calculatorul, in mod arbitrar, sau aduna acest numar a la numarul S sau il
scade din S si afiseaza pe ecran rezultatul nou pentru S. Dupa aceasta Nicu face
urmatorul pas. Se stie cd printre oricare 100 de operatii consecutive calculatorul cel
putin o data aplica adunarea. Fie dat un numar arbitrar M > 0. Sa se arate ca existd o
strategie pentru Nicu care oricand ii va permite lui dupa un numar finit de pasi sa obtina
un rezulat S > M.

Solutie. Evident ca pentru orice numar natural nenul n avem
1 1 1 1 1 1
+ +——t..F+=+—=+=|=1,
on-1 22

20 o0 23 2
(adunam consecutiv termenii) si, prin urmare,
1 1 1 1 1
4=+t F—=1-—.

Strategia pentru Nicu este urmatoarea: la fiecare pas el trebuie sa scrie consecutiv
1

numerele: a; = =5

ay , A = 210%, pana calculatorul nu va aplica la pasul k (1

1
100’
< k < 100) prima operatie de adunare dupa, eventual, cateva operatii de scadere. Prin

urmare, dupa acesti K pasi numarul S s-a marit cu 21%, daca k = 1, si tot cu aceeasi
marime
O S S S S .(_ 1 1 —---—1+1j=
2100 599 ol01-(k-1) " 5101k ~ Hl0L-k | k-1 k-2
1 . 1 _ 1
oL01-k " ok—1 = 5100 ’
daca k >1.

Rezultd cd dupd n=[M -2!%]+1 pasi, unde [X] reprezintid partea intreagi a
numarului X, se obtine un rezultat S> M. =



Barem de corectare

NOTA: Oricare alta metoda de rezolvare corecta se apreciaza cu punctajul maxim.

Problema Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
BJ 5. Obtinerea factorizarea (a+b—1)- (a2 +b*—-ab-b +1) =0 4 puncte
Arata cd (a—-b)’ +(b-17+a’+1>0, (V)a,beR 2 puncte
Obtine a+b=1. 1 punct
TOTAL / puncte
BJ 6. A obtinut solutiile (0, 0) si (2, 2) 1 punct
A argumentat ca y nu poate fi impar si nu exista solutii cu x impar 2 puncte
A demonstrat ca pentru Yy > 2 ecuatia nu are solutii 4 puncte
TOTAL / puncte
BJ 7. Obtine relatiile
a=m(£GAE)=m(£GBA)=m(Z£ABE)=m(£LFCB). 1 punct
Demonstreaza asemanarea triunghiurilor AGE si CFB 1 punct
Obtine relatiile BF =2GE, CF =2AG. 1 punct
Obtine egalititile BF = AG si CF =BG. 1 punct
Obtine faptul ca triunghiul BGC este isoscel cu BC=GC. 1 punct
Demonstreaza ca triunghiul BEC este isoscel si patrulaterul DEFC 1 punct
este inscriptibil cu m(ZEBC)=m(LECB)=90° —« si
m(£DCE)=m(ZLEFD) =«.
Obtine ca triunghiul DFC este isoscel cu 1 punct
DF = DC = BC =CG.
TOTAL / puncte
BJ 8. Arataca a, > kzl:ai, 1<k <100 1 punct
i=1
Alegerea unui sir corect 2 puncte
(Daca se alege un sir care verificd numai punctul 1, atunci se acordd doar
1 punct)
k-1
Estimeaza a, —Zl:ai >r>0 2 puncte
Explica si argumenteaza strategia 2 puncte

TOTAL

/ puncte




