A 60-a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOVA
Chisinau, 29 februarie 2016
Prima proba de evaluare pentru OBMJ 2016

Solutii
BJ1. Pe tabla sunt scrise numerele
a’ a'+l a’+2 a’+2014 a’+2015
b® b*+1 b*+2 T b®+2014 b%+2015°

unde D este numir natural nenul, iar @ - numir real. Aflati produsul numerelor,
scrise pe tabld, daca suma lor este egala cu 2016.

Solutie. Fie beN", aeR, astfel incat

e & a4l at+42 a’+2014  a’+2015

2 2 + — +ooot+ — + — =2016
b b>+1 b°+2 b® +2014 b® + 2015

Expresia E contine exact 2016 termeni, fapt care implica echivalentele:

3 3 3 3 3
E-o016=2 1, 2% g @2, @04, @ b0l
b b®+1 b +2 b® +2014 b® +2015
a.g_b3 a3_b3 a3—b3 a3_b3 a3_b3
+ + +

ot =
b3 b®+1 b®+2 b®+2014  b*+2015

(3_b3)'(i3+ 31 + 31 te '+3;j:0
b> b°+1 b’°+1 b” +2015

1 1 1 1
ie B=| =+ + + .. * i
Fie (b3 b1 b+l b3+2015j' Cum beN = B>0. Egalitatea

E=2016 implicd relatia a’-b®>=0 < a’®=b’ Astfel, toate numerele, scrise pe
tabla, sunt egalecu 1 si produsul lor este egal cu 1.



BJ2. Numerele reale pozitive a, b, ¢ satisfac egalitatea
2 2 2
a’+b“+c”+ab+bc+ca=6.

Aflati cea mai mare valoare numerica posibild a sumei a+b+c.
Solutie. Din identitatea
(a+b) +(b+c) +(c+af =2-(a® +b* +¢? +ab+hc +ca)
si egalitatea din enunt rezulta relatia
(@a+by +(b+c) +(c+a) =12.

Pentru numerele nenegative x, y, z este justd inegalitatea dintre media
aritmetica s1 media pdtratica ale acestor numere

X+y+z _ Ix2 +y% + 77
3 B 3 ’

egalitatea avand loc pentru x=y=z.

Punem x=a+b, y=b+c,z=c+a si obtinem

2 2 2
a+b+b+c+c+a S\/(a+b) +(b+c) +(c+a) -

3 3

2-(a+Tb+c)32 = a+b+c<3.

Egalitatile a+b=b+c=c+a implica a=b=c. Pentru a=b=c=1 are loc
egalitatea din enunt si a+b+c=3.Rezultd cad cea mai mare valoare numerica

posibild a sumei a+b+C este egald cu 3.



BJ3. Fie triunghiul isoscel ABC cu m (£B)=m(£C)=36° Punctul M este situat
in interiorul triunghiului ABC astfel, incat m (£MBC)=24°, m (£LMCB)=30°, iar
dreptele AM si BC se intersecteaza in punctul N. Aflati masura unghiului ANC.

Solutie. Fie D e(BC), BD=DC, = AD 1 BC, CM nAD ={E}, BM n AC ={F}.

A
E F
B D N C
Figura 1

Unim punctele E si F (vezi figural). Cum m («£BCF)=36°, iar m (LCBF)=24°,
rezultd ca m (LAFB)=60° =m ( LAFM). Triunghiul BEC este isoscel cu

m (LCBE)=m ( £BCE)=30°, iar ED 1L BC. Rezultd ca m («£DEC)=60°, iar
m(LAEC)=m ( LAEM)=120°. Din m (LAFM )+m ( LAEM ) =60° +120° =180° rezulta
ca patrulaterul AEMF este inscriptibil.

Din m(«£B)=m(£C)=36°, m(ZLMBC)=24°si m (LCBE)=m ( £BCE)=30°
rezultd cd m (LABE)=m ( LFBE)=m (LFCE)=6° Ultimile egalitati implica faptul ca
patrulaterul BEFC este inscriptibil.

Avem m (ZEFB)=m ( ZEFM)=m (£ EAM)=m( £ ECB) =m ( £ MCB) = 30°,
Rezultd ci m(£DAN)=30°, m (£ AND)=60°, iar m (Z£ANC)=120°



BJ4. Gasiti toate perechile (x, y) de numere intregi care satisfac ecuatia

x-y:B-(w/szry2 —1)_

Solutie. Fie S multimea solutiilor intregi a ecuatiei dinenunt. Cum
xeZ, yeZ si (0, 0)¢S,rezultd ca x*+y>>1, de unde avem xy>0. Observim
cd ecuatia este simetrica, adica daca (x,, Y,) €S, atuncisi (—X,, —Y,) €S. Vom gasi
solutiile naturale ale ecuatiei din enunt/

Scriem ecuatia din enunt in forma xy+3=3-yx*+Yy’ si ridicim ambele

parti ale ultimeiecuatii la patrat. Avem (Xy-|-3)2 =9-(x2 + yz). Notam xy =3k, keN.
Obtinem sistemul de ecuatii

Xy =3k - (x+y) =k®+8k+1
x2+y? =(k+1y X2 +y? =(k+1y

Cum (x+y) este patrat perfect, rezultd ci k®+8k+1=m? unde meN.

Avem ecuatia (k+4)-m?=15 < (k+m+4)-(k-m+4)=15. Cum k+m+4eN",
rezulta ca obtinem doar solutiile (k, m)e {(4,7), (0, 1) }. Pentru k=4, m=7
obtinem solutiile (x, y)e{(4,3), 3 4), (-4, -3), (-3,-4)}, daca k=0, m=1 avem
(x y)e{(0.1, (0, -1, L 0), (-1 0)}.

Astfel, S={(4,3), B, 4), (-4, -3), (-3,-4), (0,1, (0, -1), 4 0), (-1 0) }.
Barem de corectare

NOTA: Oricare alta metoda de rezolvare corecta se apreciaza cu punctajul maxim.

Problema Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
BJL it =2 01,2015, scrie di
Daca t; = 07 1] 1=01,..., , scrie diferenta 1 punct
E—2016 = (t, —1) + (t, —1) +...+ (t,0,s—1) =0
. a’-b* . 2 puncte
Reprezinta t, -1= i 1=01...,2015

2015 1

. —— — (a3 _hd). -
Factorizeaza E—-2016=(a’ —b’)-B, unde B g‘b3+i' 1 punct




Argumenteazd ca B>0.

1 punct

E=2016 < a’-b’=0 ot =1 1 punct
Concluzia ca toate numerele scrise pe tabla sunt egale cu 1 si | 1 punct
produsul lor este egal cu 1.
TOTAL / puncte
BJ 2. Scrie identitatea
(@a+b) +(b+c) +(c+af =2-(a® +b* +¢? +ab+hc +ca) 1 punct
Obtine egalitatea (a+b)’ +(b+c)’ +(c+a)’ =12 1 punct
2 2
Scrie inegalitatea X+ g 2 < 1/ Xt é 2 MA-MP 1 punct
Aplicdi MA-MP pentru x=a+b, y=b+c,z=c+a 1 punct
Obtine estimatia corecti a+b+c<3. 1 punct
Arati a+b=b+c=c+a < a=b=c 1 punct
Pentru a=b=c=1 are loc egalitatea din enunt si 1 punct
a+b+c=3.
TOTAL 7 puncte
BJ 3. Daca AD L BC si CM nAD ={E}, argumenteaza ca triunghiul
BEC este isoscel 1 punct
Obtine m (LAFB)=60° =m ( LAFM). 1 punct
Obtine m (LAEC)=m ( LAEM ) =120° 1 punct
Arata ca patrulaterul AEMF este inscriptibil 1 punct
Obtine m (LABE)=m ( £LFBE)=m (LFCE)=6°. 1 punct
Arata ca patrulaterul DEFC este inscriptibil 1 punct
Scrie concluzia m (£ ANC)=120°. 1 punct
TOTAL 7 puncte
BJ 4. Aratd ca Xy eN 1 punct
Obtine (xy+3)° =9- (x2 + yz). 1 punct
Aplica ¥y =3k, keN si obtine (x+Yy) =k +8k +1 1 punct
Obtine (k+4)°—m? =15 < (k+m+4)-(k—-m+4)=15 1 punct
Obtine (k, me {(4,7), (0,1 } 1 punct
Obtine (X, Y)€{ (4 3), (3 4), (-4, -3), (-3, -4)} 1 punct
Obtine (X, ¥)€1{(0,2), (0, 1), (& 0), (-10)} 1 punct

TOTAL

/ puncte




