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Problema 1. Ar¼ata̧ti c¼a dac¼a a; b; c > 0 şi a+ b+ c = 3, atunci
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Solu̧tia 1. Observ¼am c¼a
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Sumând, ob̧tinem
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Egalitatea se ob̧tine când a = b = c = 1.

Solu̧tia 2. Avem succesiv
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Egalitatea are loc pentru a = b = c = 1.

Problema 2. Ar¼ata̧ti c¼a suma dintre un num¼ar natural n şi r¼asturnatul s¼au este
divizibil¼a cu 81 dac¼a şi numai dac¼a suma cifrelor lui n este divizibil¼a cu 81.
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Solu̧tie. Fie n = akak�1 : : : a1a0 şi r(n) = a0a1 : : : ak�1ak r¼asturnatul s¼au. Atunci

n+ r(n) =
kX
j=0

(aj + ak�j) � 10j =
kX
j=0

aj(10
j + 10k�j):



Folosim acum c¼a 10i + 10j+1 � 10j + 10i+1 (mod 81), 8i; j 2 N, care se demonstreaz¼a
uşor. Deducem c¼a exist¼a r astfel încât 10j + 10k�j � r, 8j = 0; k.

Atunci n+ r(n) � r
kP
j=0

aj. Concluzia rezult¼a ţinând cont c¼a (r; 81) = 1:

Problema 3. Se coloreaz¼a toate submuļtimile cu 3 elemente ale unei muļtimi cu 7
elemente astfel încât oricare dou¼a submuļtimi disjuncte s¼a nu aib¼a aceeaşi culoare. A�a̧ti
num¼arul minim de culori necesare.

KöMaL B4233

Solu̧tia 1. Dac¼a A = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g, atunci dou¼a culori nu ajung pentru c¼a f1; 2; 3g,
f4; 5; 6g; f7; 1; 2g, f3; 4; 5g, f6; 7; 1g, f2; 3; 4g, f5; 6; 7g, f1; 2; 3g ar trebui colorate alternativ
cu cele dou¼a culori.
Cu 3 culori putem colora cu una dintre culori toate tripletele care îl coņtin pe 7, cu alt¼a

culoare toate submuļtimile care nu-l coņtin pe 7 şi au suma elementelor par¼a şi cu a treia
culoare pe celelalte.

Solu̧tia 2. (Dan Schwarz) Vom ar¼ata c¼a num¼arul minim de culori este 3. Presupunând
c¼a o colorare cu dou¼a culori ar � posibil¼a, �e U muļtimea tripletelor colorate cu prima cu-
loare şi V muļtimea tripletelor colorate cu culoarea a doua. Pentru �ecare X 2 U exist¼a 4
submuļtimi ale lui A nX care trebuie s¼a �e în V . Dac¼a reprezent¼am muļtimea tripletelor ca
pe un graf în care unim dou¼a triplete dac¼a ele sunt disjuncte, atunci �ecare element din U
este unit cu 4 elemente din V şi invers. Atunci num¼arul total de muchii, adic¼a de perechi de
triplete disjuncte este 4 cardU=4 cardV , de unde cardU = cardV . Dar atunci cardU [ V
ar trebui s¼a �e par, ori el este

�
7

3

�
= 35, adic¼a impar, contradiçtie.

O colorare cu 3 culori poate � g¼asit¼a astfel: alegem dou¼a elemente x; y 2 A. Tripletele
care nu coņtin nici x nici y le color¼am cu culoarea 1, tripletele care îl coņtin pe x dar nu şi
pe y cu culoarea 2, iar tripletele care îl coņtin pe y cu culoarea 3.

Problema 4. Se consider¼a triunghiul ascu̧titunghic ABC cu ortocentrul H. Punctul
P este situat pe cercul circumscris triunghiului ABC. Demonstra̧ti c¼a mijlocul segmentului
[HP ] este situat pe dreapta lui Simson asociat¼a punctului P în raport cu triunghiul ABC.
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Solu̧tie. Consider¼am punctele M şi N , proieçtiile punctului P pe dreptele AC, re-
spectiv BC. Dreapta MN este dreapta lui Simson asociat¼a punctului P în raport cu tri-
unghiul ABC. Fie Q simetricul punctului P în raport cu punctul N . Punctul D este
diametral opus punctului A, iar S este proieçtia punctului D pe dreapta PQ. Mai not¼am:
fRg = PQ\C (O; OA) şi, în sfâŗsit, fTg =MN \PH. Deoarece \DCA = \PNA = 90�,
rezult¼a c¼a DC k PR şi, cum punctele P; D; C şi R sunt conciclice, deducem c¼a patru-
laterul PDCR este trapez isoscel. Ca urmare, NR = SP . Deoarece SN = DC, rezult¼a
c¼a DC = SN = RQ. Se cunoaşte c¼a patrulaterul BDCH este paralelogram, prin urmare
şi patrulaterul BRQH este paralelogram. Cum patrulaterele MNCP şi BRCP sunt in-
scriptibile, ob̧tinem rela̧tiile \MNP � \MCP , respectiv \BRP � \BCP . Cele dou¼a
rela̧tii se traduc prin faptul c¼a MN k BR şi, cum BR k HQ, ob̧tinem MN k HQ. În
triunghiul PHQ, punctul N este mijlocul laturii [PQ] şi MN k HQ, deci punctul T este
mijlocul laturii [HP ].
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