A 58-a Olimpiada de matematica a Republicii Moldova
Barajul I de selectie pentru OBMJ, 3 martie 2014

2014/BJ1. S& se demonstreze ci

2 22 23 22014 1
< .
2013 + 1 + 20132 +1 + 20132° +1 Tt 20132*°** +1 ~ 1006

2014/BJ2. Si se determine toate perechile de numere intregi (z,y) care satisfac
ecuatia
(y —2)2* + (y* — 6y + 8)z = y* — by + 62.

2014/BJ3. Fie triunghiul dreptunghic ABC cu ZBAC = 90°. Punctele D si E,
situate pe catetele (AC) si respectiv, (AB), sunt picioarele bisectoarelor interioare
duse din virfurile B si C, respectiv. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC.
Daca BD - CE = a?V/2, si se afle aria triunghiului BIC (in functie de a).

2014/BJ4. O multime A contine 956 numere naturale intre 1 gi 2014, inclusiv. Sa
se demonstreze cd in multimea A existd doud numere a si b astfel incit a + b se divide
cu 19.
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2014/BJ5. Sa se arate cd pentru orice numar natural n, numarul

n+3 n+95 n 9
A= —
[4]—&-[4]4-[2}—1-71—&-371—1—3

este patrat perfect. ([x] denotd partea intreagd a numarului real x.)

2014/BJ6 Numerele reale nenegative x,y, z satisfac egalitatea x + y + z = 1. Si se
determine cea mai mare valoare posibila a expresiei E(x,y,z) = (z + 2y + 32)(6x +
3y + 22).

2014/BJ7. Fie ABC un triunghi dreptunghic isoscel cu ZA = 90°. Pe semidreapta
(AC se iau punctele distincte F gi F astfel incit ZABE = 15° si CE = CF. Sa se
determine ZC'BF.

2014/BJ8. Profesorul a scris pe tabli un numér natural nenul. Profesorul le explica
elevilor ca ei pot sterge numarul scris pe tabla si pot scrie in locul lui un numar
natural nou, ori de cite ori doresc, aplicind de fiecare datd una dintre urmatoarele
reguli:

1) in locul numéarului curent n se scrie 3n + 13



2) in locul numé&rului curent n se scrie numérul /n, In cazul cind n este patrat perfect.
a) Daca initial pe tabld a fost scris numérul 256, este oare posibil ca dupd un
numar finit de pasi sa se obtina pe tabla numarul 557
b) Daca initial pe tabli a fost scris numaérul 55, este oare posibil ca dupd un numar
finit de pasi sa se obtina pe tabld numarul 2567



Solutii

2014/BJ1. Pentru i =1,2,...,2014 avem

2i 22 B 2. 2i B 2i+1 N
201327 —1 20132 ' +1  (20132°')2 -1 2013% — 1

Adunind aceste relatii pentru ¢ = 1,2, ..., 2014, rezulta ci suma din enunt, este

2 22 N 22 2 -
2013 -1 20132 — 1 20132 -1 20132 —1) 7

22014 22015 2 22015 92 1
301 - = - < = .
* (20132”“ -1 20132 — 1) 2013 -1  2013%*°"* —1 ~ 2012 1006

2014/BJ2. Scriem ecuatia din enunt sub forma
(y—2)a* +(y—2)(y — Dz = (y - 2)(y — 3) + 56 =

(y—2)2*+ (y—4z—(y—3)] =56 & (y—2)(z — 1)(z +y — 3) = 56.

Cumy—2+4z—1=2+y—3§i56=17-8=7-1.8=(—8)-1.(—7) = 1.(=8)-(=7) =
(=8)-7-(=1) =7-(—8)-(—1), obtinem urméitoarele sase solutii ale ecuatii din enunt;

(xv y) € {(2a 9)7 (87 S)a (_77 S)a (27 _6)a (_77 9), (87 _6)}

2014/BJ3.
A
E
135°
B¢ ('

BJ3
Fie AB = ¢,BC = a,CA = b. Conform teoremei bisectoarei avem B—é = g—g =
: = DTA = DTC = % = af_c = DA = lea. Cum AI este bisectoarea

BI _ AB _ _c _ cta BI _ _cta | ;

ZBAD, avem 57 = 45 = o = S9% = 5D = atpie- 1n mod analog, obtinem

CI _ _atb BI  CI _ (cta)(atb) _

TF = atvrer Astlel, 55 - &5 = “aiiror =
B a? + ac + ab + be B a® + ac + ab+ be 1 (1)

a2+ b2+ c2+20ab+be+tca)  2(a2+actab+be) 2



Cum /BIC = 180° — %43 - %ZC = 135°, aria triunghiului BIC este

1 11 5 a?
[BIC]=§BI-CI-sinzBIC@ 5530019%:%

2014/BJ4. Consideram partitia multimii M = {1,2,...,2014} in clasele V; = {19k +
i|0<k<105}, i=1,2,..,19. Avem |V;| = 106 si V; N V; = 0, Vi # j. Presupunem,
prin absurd, cd nu exista a,b € A astfel incit a + b sa fie divizibil prin 19. Cum suma
a doua numere din Vig se divide cu 19, rezulta ca in A poate fi inclus doar un singur
numér din Vie. In continuare, pentru k = 1,2, ...,9, daci ¢ € Vj, si d € Vig_j, atunci
¢+ d se divide cu 19. Rezulta ca din Vi U Vig_j putem include in A cel mult toate
elementele din Vj, sau toate elementele din Vig_y, adica cel mult |Vi| = [Vig_i| = 106
elemente din Vi N Vig_. Deci, A poate contine cel mult 1 4+ 9 - 106 = 955 elemente
din multimea M, contradictie.

2014/BJ5. Fie B = [%F3] 4 [242] + [2]. Dacd n = 4k atunci B = k+k+1+2k =
4k +1=n+1 Dacain=4k+1,atunci B=k+14+k+1+2k=4k+2=n+1.
In mod analog, daca n = 4k + 2 sau n = 4k + 3, se aratda ca B = n + 1. Atunci
B=n+1,¥neN = A=n+1+n?>+3n+3 = (n+2)?, deci A este patrat perfect.

2014/BJ6. Aplicind inegalitatea ab < }(a + b)* (cu egalitate pentru a = b), si
folosind relatia  +y + 2z = 1, avem

1 1 1
2F = (2z + 4y + 62) (62 + 3y + 22) < Z(8x+7y+82)2 = 1(8—y)2 <7 82 = 16.
Rezulta ca F < 8. Egalitatea are loc cind
Yy =0 Yy =0 1 1
20 +4y+6z =6x+3y+2z o x+2 :1<:>(x,y,z):(§70,§).
rt+y+z =1 x =z
2014/BJ7.




Fie D simetricul lui E fata de dreapta BC, iar BCNDFE = {O}. Atunci BD = BE.
Cum ZCBD = ZCBFE = 30°, rezulta ca triunghiul BED este echilateral. Avem
/ECO =45° gi cum CD = CE = CF, obtinem ca AEDF este dreptunghic isoscel,
iar ABDF este isoscel cu ZBDF = 150°. Atunci DF || BC si ZCBF = Z/DFB =
15°.

2014/BJ8. (a) Se poate: 256 — /256 = 16+ 3-16 +3 = 61 — 3-61 + 3 = 196
14— 3-14+ 3 =55.

(b) Nu este posibil. intr—adevér, deoarece orice patrat perfect este de forma 4k sau
4k + 1, rezultd c& nu putem aplica regula (2) (n — +/n) la numere de forma n =
4k 4+ 2 sau n = 4k + 3. Dacd n = 4k + 2, atunci regula (1) ne oferd numarul
3(4k+2)+13 = 4(3k +4) + 3, iar daca n = 4k + 3, atunci regula (1) produce numarul
3(4k +3) + 13 =4(3k +5) + 2. Cum 55 =4 - 13 + 3, rezulta ca din el pot fi obtinute
doar numere de forma 4k + 2 sau 4k + 3, si nicidecum numaérul 256.



