Solutii juniori

Problema 1

Se considerd suma S = XX, + X;X, 4 ...+ Xp016X5016 » UNAE X, X5 100 Xyp16 € {%—xﬁ, \/§+\/§} :

Este posibil sa avem S =20167

Cristian Lazar
Solutie.
Raspuns: Da.

Termenii sumei sunt de forma (ﬁ—ﬁ)(«ﬁﬂﬁ):l, (\/§+x/§)2 =5+26 sau
(V32 =5-216.

Sa spunem ca sunt a termeni de primul tip, b termeni de al doilea tip si ¢ de al treilea tip .
Avem a+b+c=1008 si a+b(5+2%)+c(5—2£)=2016, echivalent cu

a+5b+5¢—2016 =/6(2c —2b) . De aici deducem ca b=c¢ .
Obtinem a+2b=1008 si a+10b =2016 . Prin urmare a=756 si b=c=126.

Problema 2

Determinati numerele naturale n>1 care au proprietatea ca, pentru orice divizor d >1 al lui

n, numerele d?+d+1 si d?—d +1 sunt prime.

Lucian Petrescu
Solutie.
Réspuns: ne {2;3; 6} )

Aratdm mai intéi ca n este liber de patrate. Daca prin absurd ar exista d >1, astfel incat d | n si

2
d? ‘ n, atunci conform ipotezei ar rezulta ca numarul (d 2) +d?+1=d*+d?+1 este prim.

Dar d* +d? +1= (d2 +d +1)(d2 —d +1} contradictie.
>3

Deci N=p;-py-...-Ps, cu SeN*si p; < p, <...< psnumere prime.
Fie p =5 un numar prim, divizor al lui n. Atunci p=1(mod6)sau p=5 (mod6) .
Daci p=1(mod6) obtinem ci numirul p?+ p+1= 3(mod6) (si p? + p+1>3) este compus,

fals. Dacd p=5(mod6) rezultd cd numarul p*-p+1=3(mod6) (si p°—p+1>3) este
compus, fals.

Asadar, n nu are factori primi p>5 de unde rezultd cd p; €{2;3}, adicd ne{2;3;6}, toate
cele trei valori ale lui n verificand ipoteza problemei.



Problema 3

Se considera un triunghi ABC, cu AB < AC, in care punctul | este intersectia bisectoarelor si
punctul M este mijlocul laturii [BC]. Daca IA=IM , determinati cea mai mica masura posibila
a unghiului AIM .

[* % % ]
Solutie.
Raspuns: 150° .

Fie {D} = Al \BC . Deoarece AB < AC,atunci D (BM ) si m( ACB)<m|(ABC).

Avem m(IDB) - m(DAC)+m(ACB) < m(DAB)+m(ABD) - m(ADC) , deci unghiul IDB

este ascutit.

Fie F si E proiectiile punctului | pe dreptele AB,
respectiv BC.

Deducem cd E €(BD)<=BM .

Cum AIBF = AIBE (CU) si AIFA=AIEM (IC),

rezulta ca BA=BM :% si AIBA=AIBM .

Avem m(MlD):m(lDB)-m(lMB): m(DAC)+m(ACD)—m(|AB)=m(ACD) .
Ca urmare, m(AlM)=180°—m(ACB) Q)

Fie H proiectia punctului B pe dreapta AC. Rezulta ca BH < AB = B_2C .

Deducem ca m(ACB) <30°. (2)
Din (1) si (2) rezultd ci m(AI M ) >180° —30° =150'



Problema 4

Un patrat unitate este indepartat din coltul unui patrat nxn, unde neN, n>2.
Demonstrati ca suprafata ramasa poate fi pavatad cu dale formate din 3 sau 5 patrate unitate de
forma celor din figurile de mai jos:

[
Solutie.
Vom numi un patrat descris de enunt ,, patrat ciobit”.
Mai intéi constatam ca, pentru me{2,3,4,5,6,7} orice patrat ciobit mxm poate fi pavat ca mai

jos.
| ]

In plus, daca peN", orice dreptunghi 6pxm,
cu me{2,3,4,5,6,7}, precum si patratul | J
6px6p pot fi pavate cu dreptunghiuri de tipul

1 [

Pentru oricare n, n>8, existd k e N* astfel incat n=6k+m ,unde me{2,3,4,5,6,7}.
Prin urmare, orice patrat ciobit Nxn se va obtine din patratul ciobit mxm, me{2,3,4,5,6,7},
care se bordeaza cu doud dreptunghiuri 6k xm si un patrat 6k x6k astfel:

m =23
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