
Lista scurt« JBMO 2000

(Enunt�urile primelor 11 probleme sunt preluate din Gazeta Matematic«)

1. G«sit�i numerele care se scriu abcd ��n baza 10 �si dcba ��n baza 7.

2. G«sit�i toate perechile (m,n) de numere ��ntregi astfel ��nc¥t numerele A =
n2 + 2mn + 3m2 + 2, B = 2n2 + 3mn + m2 + 2, C = 3n2 + mn + 2m2 + 1
admit un divizor comun diferit de 1.

3. G«sit�i toate numerele de patru cifre care, descompuse ��n factori primi, au pro-
prietatea c« suma bazelor este egal« cu suma exponent�ilor.

4. G«sit�i toate perechile (m,n) de numere ��ntregi astfel ��nc¥t numerele A =
n2 + 2mn + 3m2 + 3n, B = 2n2 + 3mn + m2, C = 3n2 + mn + 2m2 sunt trei
numere consecutive ��ntr-o anumit« ordine.

5. Rezolvat�i ��n Z ecuat�ia x3 + y3 + (x+ y)3 + 30xy = 2000.

6. Demonstrat�i c« pentru orice n ∈ Z exist« a, b ∈ Z astfel ��nc¥t n = [a
√
2]+[b

√
3].

7. Numerele naturale xn (cu n ∈ N) verific« pentru orice n condit�iile

(A) x2n+1 = 4xn + 2n+ 2, (B) x3n+2 = 3xn+1 + 6xn.

Demonstrat�i c« pentru orice n ∈ N este verificat« condit�ia

(C) x3n+1 = xn+2 − 2xn+1 + 10xn.

8. Fie ABC un triunghi. G«sit�i toate posibilit«t�ile de a alege un punct X pe la-
turile triunghiului ABC �si un punct Y ��n interiorul triunghiului ABC astfel ��nc¥t
patru segmente din familia XY, AX, AY, BX, BY, CX, CY , care nu au puncte
interioare comune, s« ��mpart« triunghiul ABC ��n patru triunghiuri de aceea�si arie.

9. Fie ABC un triunghi. G«sit�i toate segmentele [XY ] interioare triunghiului, ast-
fel ��nc¥t [XY ] �si cinci dintre segmentele XA, XB, XC, Y A, Y B, Y C s« ��mpart«
aria tringhiului ABC ��n cinci regiuni cu arii egale. Ar«tat�i c« segmentele g«site au
un punct comun.

10. Fie ABC un triunghi. G«sit�i toate triunghiurile XY Z interioare triunghiu-
lui ABC astfel ��nc¥t laturile XY , Y Z, ZX �si �sase dintre segmentele XA, XB,
XC, Y A, Y B, Y C, ZA, ZB, ZC (f«r« puncte interioare comune) s« ��mpart« aria
tringhiului ABC ��n �sapte regiuni cu arii egale.

11. Fie ABC un triunghi �si a, b, c lungimile laturilor BC, CA, AB. Consider«m
un alt triunghi DEF cu lungimile laturilor EF =

√
au, FD =

√
bu, DE =

√
cu.
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Not«m cu ^A, ^B, ^C, ^D, ^E, ^F m«surile unghiurilor acestor tringhiuri. Pre-
supun¥nd c« ^A > ^B > ^C, ar«tat�i c« ^A > ^D > ^E > ^F > ^C.

12. Demonstrat�i c« exist« cel put�in 666 numere naturale compuse care au 2006
cifre, una din ele fiind 7, iar celelalte fiind egale cu 1.

13. Determinat�i toate cuburile perfecte, nedivizibile cu 10, care au proprietatea c«
num«rul obt�inut prin �stergerea ultimelor trei cifre este tot un cub perfect.

14. Determinat�i cel mai mare num«r natural x astfel ��nc¥t 236+x divide 2000!.

15. Determinat�i toate numerele naturale nenule a, b pentru care a4+4b4 este num«r
prim.

16. Determinat�i toate tripletele (x, y, z) de numere naturale nenule astfel ��nc¥t
xy + yz + zx− xyz = 2.

17. Demonstrat�i c« nu exist« numere ��ntregi x, y, z cu proprietatea x4 + y4 + z4 −
2x2y2 − 2y2z2 − 2z2x2 = 2000.

18. Demonstrat�i c«
√

(1k + 2k)(1k + 2k + 3k) . . . (1k + 2k + . . .+ nk) ≥ 1k + 2k +

. . .+ nk − 2k−1 + 2 · 3k−1 + . . .+ (n− 1) · nk−1

n
pentru orice n, k ∈ N, n, k ≥ 2.

19. Fie m �si n numere naturale nenule, m ≤ 2000, �si k = 3 − m

n
. Aflat�i cea mai

mic« valoare pozitiv« a lui k.

20. Fie x, y, a, b numere reale pozitive astfel ��nc¥t x 6= y, x 6= 2y, y 6= 2x, a 6= 3b �si
2x− y

2y − x
=

a+ 3b

a− 3b
. Demonstrat�i c«

x2 + y2

x2 − y2
≥ 1.

21. Determinat�i toate tripletele (x, y, z) de numere reale astfel ��nc¥t

2x
√

y − 1 + 2y
√
z − 1 + 2z

√
x− 1 ≥ xy + yz + zx.

22. Toate unghiurile hexagonului ABCDEF sunt egale. Ar«tat�i c« AB − DE =
EF −BC = CD − FA.

23. Fie ABCD un patrulater ��n care m(∠DAB) = 60◦, m(∠ABC) = 90◦ �si
m(∠BCD) = 120◦. Diagonalele AC �si BD se intersecteaz« ��n M . Dac« MB = 1
�si MD = 2, aflat�i aria patrulaterului ABCD.

24. Punctul P este ��n interiorul unui triunghi echilateral de latur« 10 astfel ��nc¥t
distant�ele de la P la dou« dintre laturi sunt 1 �si 3. Aflat�i distant�a de la P la cea
de-a treia latur«.
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