Lista scurta JBMO 2000
(Enunturile primelor 11 probleme sunt preluate din Gazeta Matematici)

1. Gasiti numerele care se scriu abed in baza 10 i dcba in baza 7.

2. Gasiti toate perechile (m,n) de numere intregi astfel incat numerele A =
n? 4+ 2mn +3m?+2, B =202 +3mn+m?>+2, C = 3n® 4+ mn+2m? + 1
admit un divizor comun diferit de 1.

3. Gasiti toate numerele de patru cifre care, descompuse in factori primi, au pro-
prietatea ca suma bazelor este egalda cu suma exponentilor.

4. Gasiti toate perechile (m,n) de numere intregi astfel incat numerele A =
n? 4+ 2mn + 3m? + 3n, B = 2n? + 3mn + m?, C = 3n® + mn + 2m? sunt trei
numere consecutive intr-o anumita ordine.

5. Rezolvati in Z ecuatia 2° 4+ y* + (z + y)* 4 30zy = 2000.
6. Demonstrati ci pentru orice n € Z exist# a, b € Z astfel incat n = [av/2]+[bv/3].

7. Numerele naturale z,, (cu n € N) verificid pentru orice n conditiile

(A) wopy1 =4x, +2n+ 2, (B) 23542 = 3xp41 + 62,
Demonstrati ca pentru orice n € N este verificata conditia
(C) T3ns1 = Tpyo — 2xpyq + 10z,

8. Fie ABC' un triunghi. Gésiti toate posibilititile de a alege un punct X pe la-
turile triunghiului ABC' gi un punct Y in interiorul triunghiului ABC' astfel incat
patru segmente din familia XY, AX, AY, BX, BY, CX, CY, care nu au puncte
interioare comune, si imparta triunghiul ABC' in patru triunghiuri de aceeagi arie.

9. Fie ABC un triunghi. Gasiti toate segmentele [XY] interioare triunghiului, ast-
fel incat [XY] si cinci dintre segmentele XA, XB, XC, YA, Y B, YC sa imparta
aria tringhiului ABC' in cinci regiuni cu arii egale. Aritati cd segmentele gisite au
un punct comun.

10. Fie ABC' un triunghi. Gésiti toate triunghiurile XY Z interioare triunghiu-
lui ABC' astfel incat laturile XY, YZ, ZX si sase dintre segmentele XA, XB,
XC, YA, YB,YC, ZA, ZB, ZC (fard puncte interioare comune) si imparta aria

tringhiului ABC' in sapte regiuni cu arii egale.

11. Fie ABC un triunghi si a, b, ¢ lungimile laturilor BC, C' A, AB. Consideram
un alt triunghi DEF cu lungimile laturilor EF = \/au, FD = vbu, DE = \/cu.
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Notam cu <A, <B, <C, <D, <F, <F masurile unghiurilor acestor tringhiuri. Pre-
supunand cid <A > <B > <C, aritati cd <A > <D > <F > <F > <C.

12. Demonstrati ca existd cel putin 666 numere naturale compuse care au 2006
cifre, una din ele fiind 7, iar celelalte fiind egale cu 1.

13. Determinati toate cuburile perfecte, nedivizibile cu 10, care au proprietatea ca
numirul obtinut prin stergerea ultimelor trei cifre este tot un cub perfect.

14. Determinati cel mai mare numar natural = astfel incat 2357 divide 2000!.

15. Determinati toate numerele naturale nenule a, b pentru care a*+4b* este numir
prim.

16. Determinati toate tripletele (z,y,z) de numere naturale nenule astfel incat
Ty +yz + zx — xyz = 2.

17. Demonstrati ca nu existd numere intregi x,y, 2 cu proprietatea z* + y* 4+ 24 —
202%y? — 29222 — 22222 = 2000.

18. Demonstrati ca /(1% + 2F)(1F + 2k + 3k) .. (1F 4+ 2k + ...+ nk) > 1F + 28 +
k=1 4 2.3k 14 4+ (n—1) -0kt
n

oo — pentru orice n, k € N, n, k > 2.

m

19. Fie m si n numere naturale nenule, m < 2000, si £k = 3 — —. Aflati cea mai
n

mica valoare pozitiva a lui k.

20. Fie z,y, a, b numere reale pozitive astfel incat x # y, © # 2y, y # 2z, a # 3bsi

2r — 3D 24P
roy_af . Demonstrati ca Tty
20—x a—3b

> 1.
22 —y2 =

21. Determinati toate tripletele (z,y, z) de numere reale astfel incat

20\/y — 1+ 2yvz—14+2z2vVr—1 > 2y +yz + 2.

22. Toate unghiurile hexagonului ABCDEF sunt egale. Ardtati ca AB — DE =
EF —BC =CD - FA.

23. Fie ABCD un patrulater in care m(£ZDAB) = 60°, m(£LABC) = 90° si
m(£BCD) = 120°. Diagonalele AC si BD se intersecteazd in M. Dacd M B = 1
si M D = 2, aflati aria patrulaterului ABCD.

24. Punctul P este in interiorul unui triunghi echilateral de latura 10 astfel incat
distantele de la P la doud dintre laturi sunt 1 i 3. Aflati distanta de la P la cea
de-a treia latura.



