1. Fie zq,x9, ..., 2,41 numere reale pozitive. Aratati ca
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The Mathematics Ashes, 2008+
Solutie:
Notand zy = 1, avem

ToX1T9 ... Tp—1
> dxgr Ty . . 21 (1 — xp),

Ty

Vk=1,2,...,n+ 1. Adunand aceste relatii obtinem concluzia.

2. Se considera un triunghi ABC' si punctele M € (AB), N € (BC), P € (CA).
Demonstrati ca mediana din A a triunghiului AM P, mediana din B a triunghiului
BN M si mediana din C' a triunghiului C'’ PN sunt concurente daca si numai daca
dreptele AN, BP si CM sunt concurente.

Marcel Chirita si Mihai Piticari, ONM 1991, clasa a IX-a

Solutie: Vom folosi
Teorema lui Ceva (forma cu sinusuri) Fie ABC un triunghi si punctele A’
B, C' pe laturile (BC'), (C'A) si respectiv (AB) ale triunghiului. Atunci dreptele
AA’, BB’ i CC" sunt concurente daca si numai daca

sin(ZA’AC) sin(£B'BA) sin(ZC'CB)

sin(ZA’AB) sin(£B'BC) sin(ZC'CA)

Demonstratie.
Conform variantei clasice a teoremei lui Ceva, dreptele AA’, BB’ si CC’ sunt
concurente daca si numai daca

A'C B'A C'B

AB BC C'A
Exprimand cu ajutorul ariilor rapoartele care intervin in relatia de mai sus, aceasta
se scrie echivalent

S(A'AC) S(B'BA) S(C'CB) _
S(A'AB) S(B'BC) S(C'CA)

sau inca
A'A-AC -sin(LA'AC) B'B-BA-sin(£B'BA) C'C-CB-sin(£C'CB) I
AA-AB-sin(/A’AB) B'B-BC -sin(/B'BC) C'C-CA-sin(£C'CA) 7’
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care, dupa simplificari revine la relatia din enunt.
Trecem acum la rezolvarea problemei.

Fie A;, By, C1 mijloacele segmentelor [MP], [MN], respectiv [NP]. Conform
formei cu sinusuri a teoremei lui Ceva, dreptele AA;, BB, C'C; sunt concurente
daca si numai daca

sin(£ZA1AC) sin(£B,BA) sin(£C,CB)

sin(ZA1AB) sin(£B,BC) sin(LC,CA) L (1)

Deoarece AA; este mediana in triunghiul AM P, rezulta ca S(A;AM) = S(A1AP),
adica AM- Ay A-sin(£A, AM) = AP-A, Asin( /A AP), adica SMEAAC)  AM

' LB eA A = LA EALAE), 8 G (ZAAB) ~ AP
Scriind si relatiile analoage si inlocuind in (1) obtinem ca relatia (1) este echiva-
AM CP BM

lenta cu = 1, ceea ce, din nou cu teorema lui Ceva (forma clasica),

este echivalent cu faptul ca dreptele AN, BP, C'M sunt concurente.

3. Avem doua cutii cu pietricele. Una contine p pietricele, cealalta ¢ pietricele.
Avem voie sa facem urmatoarele doua feluri de mutari: putem fie sa scoatem cate o
pietricica din fiecare cutie, fie sa triplam numarul de pietricele dintr-una din cutii.
a) Putem goli ambele cutii dupa o succesiune de mutari din cele doua feluri daca
p = 100, ¢ = 2007 Dar daca p = 101, ¢ = 2007

b) Determinati perechile (p,q) de numere naturale nenule pentru care cele doua
cutii pot fi golite printr-o succesiune de mutari.

Concursul KéMalL, prelucrare

Solutia 1.

a) Daca p = 100, ¢ = 200, cutiile pot fi golite astfel: mai intéi, de 50 de ori,
scoatem cate o pietricica din ambele cutii. Ajungem la 50 de pietricele in prima
cutie, 150 in cea de-a doua. Triplam acum numarul de pietricele din prima cutie
astfel incat vom avea cate 150 de pietricele in fiecare cutie. In fine, de 150 de ori,
scoatem cate o pietricica din fiecare cutie golind astfel cele doua cutii.

Daca p = 101, ¢ = 200 cutiile nu pot fi golite pentru ca initial, numarul de pietricele
din cele doua cutii sunt doua numere de paritate diferita (101 si 200). Daca la un
moment dat, paritatile numerelor care reprezinta pietricelele din cele doua cutii
sunt diferite, atunci gi dupa efectuarea unei mutari paritatile vor ramane diferite.
Intr-adevir: dacd scoatem cate o pietricica din fiecare cutie schimbam ambele
paritati, deci vom ramane cu o cutie cu un numar par de pietricele si cu cealalta
avand un numar impar de pietricele; daca triplam numarul de pietricele dintr-o
cutie nu modificam paritatea numarului de pietre din niciuna din cutii, deci vom
ramane iaragi cu o cutie cu un numar par de pietricele si cu cealalta avand un



numar impar de pietricele. Deoarece acest fapt ramane invariant pe parcursul
efectuarii diverselor mutari, nu putem ajunge la situatia in care ambele cutii sa fie
goale pentru ca asta ar presupune ca am putea ajunge sa avem un numar par de
pietricele (0 si 0) in cele doua cutii.

b) Argumentul de mai sus este valabil pentru orice pereche (p,q) de numere natu-
rale nenule avand paritati diferite. Agadar aceste perechi nu convin. Ramane sa
studiem perechile (p,q) de numere naturale nenule avand aceeasi paritate. Vom
arata ca in toate aceste situatii putem goli cutiile. Putem presupune p < ¢. Daca
p = q este evident ca putem goli cutiile din p mutari din primul tip. Daca 0 < p < ¢,
incercam sa facem in cazul general ceea ce am facut in cazul p = 100, ¢ = 200. Ar
trebui sa gasim un z astfel incat 3(p — x) = ¢ — . Atunci, scotand mai intai cate
x pietricele din fiecare cutie, tripland pietricelele din prima cutie, ajungem la cate
g — x pietricele in fiecare cutie, pietricele pe care le putem scoate din ¢ — x mutari.

Ecuatia de mai sus are solutia x = % Cum 3p si ¢ au aceeasi paritate, evident

x este numar intreg. In plus, daca p < ¢ atunci x < p, deci chiar putem scoate
x pietricele din cele doua cutii. Exista insa o problema: este posibil ca x < 0
daca 3p < ¢q. Pentru a surmonta aceasta problema, mai intai triplam de n > 0
ori numarul de pietricele din cutia cu p pietricele pana cand avem in prima cutie
p’ = 3"p pietricele, cu 3"p < ¢ < 3""p. Acum putem scoate un anumit numar,
x > 0, de pietricele din cele doua cutii (repetand de x ori prima mutare), astfel
incat in a doua cutie sa ramana de trei ori mai multe pietricele decat in prima,
adica astfel incat sa avem

3(p'—z)=q—uz.

3p — A
(i € N. In plus, x < p/, deci operatia de

Din ecuatia de mai sus obtinem z =

scoatere a cate unei pietricele din cele doua cutii chiar poate fi repetata de x ori.
Acum triplam numarul de pietricele din prima cutie (care nu este goala). Obtinem
cate ¢ — x pietricele in cele doua cutii. Repetand de ¢ — x ori primul tip de mutare
reusgim sa golim cutiile.

Solutia 2.

Ca mai sus se arata ca daca p,q au paritati diferite atunci nu putem goli cutiile.
Daca p,q au aceeagi paritate, cu p < ¢, scoate cate p — 1 pietricele din fiecare
cutie si ajungem la (1, ¢ — p+ 1). Daca ¢ — p+ 1 = 1 terminam scotand cate o
pietricica din fiecare cutie, daca nu, triplam pietricelele din prima cutie, ajungand
la (3,¢ —p+1). Scoatem de doua ori cate o pietricica si ajungem la (1,¢ —p—1).
Daca ¢ — p — 1 = 1, scoatem cate o pietricica, daca nu, triplam si scoatem cate
doud ajungénd la (1, ¢ — p — 3), s.a.m.d., pana cand ¢ — p — (2k + 1) devine 1.
Atunci scoatem cate o pietricica si am terminat.

4. Fie FE i respectiv F' mijloacele laturilor [BC] si [C' D] ale unui patrulater convex
ABCD. Segmentele [AE], [AF] si [EF] impart ABC'D in patru triunghiuri ale



caror arii sunt patru numere naturale consecutive.
Aflati aria maxima a triunghiului BAD.

Turneul Oraselor, 2002

Solutie. Fie n, n 4+ 1, n + 2, n + 3 ariile celor patru triunghiuri determinate de
segmentele [AE], [AF] si [EF]. Deoarece E si F' sunt mijloace, avem S[ABE] =
S[ACE] si S[ACF] = S[ADF], de unde S[AECF| = S[ACE] + S[ACF] =
1 1 1 1 2 3

5&A&ﬂ+§smcp]:§sm30m::”+”+ +;+ A Y
In plus, triunghiurile A CEF si ACBD sunt asemenea, raportul de asemanare

fiind %, de unde S[CEF| = iS[C’BD] < iS[ABCD] _ dnt6

S[CEF] € {n, n+ 1}. Distingem doua cazuri:

1. Daca S[CEF| = n atunci, din asemanarea de mai sus, S[CBD| = 4n, de unde
S[BAD] = S[ABCD] — S[CBD] =4n + 6 — 4n = 6.

2. Daca S[CEF] = n + 1 atunci S[CBD] = 4(n + 1), de unde rezulta ca
S[BAD] = S[ABCD]| - S[CBD]=4n+6—4n —4 = 2.

Asadar, in aparenta aria maxima cautata este max{2, 6} = 6. Ins# concluzia este
pripita atata timp cat nu am demonstrat ca primul caz este intr-adevar posibil.
Acest lucru se poate vedea facand efectiv constructia unui patrulater ABC'D pen-
tru care S[BAD] = 6. lata constructia:

Observam ca ar trebui sa construim un patrulater AECF astfel ca S[CEF| = n,
S[AEF] =n+ 3, S[AEC] =n+ 1 i SJAFC]| = n + 2. Apoi punctele B, D vor
fi simetricele lui C' fata de E, respectiv F. Daca notam {O} = AC' N EF, trebuie
AO n+3 . FEFO n+1
co~ n YFO n+2
cu aceste proprietati. Consideram doua drepte perpendiculare care se taie intr-
un punct O. Pe prima dreapta consideram punctele A gi C astfel ca O € (AC),
AO = (n+ 3)z, CO = nx, cu x ce va fi ales convenabil in cele ce urmeaza. Pe
cealalta dreapta consideram punctele E si F' astfel ca O € (EF), EO = (n+1)x si
FO = (n+ 2)z. Un calcul simplu arata ca pentru a obtine ariile dorite trebuie sa

2
alegem x = T3 Asadar se poate construi un patrulater ABC'D in care ariile
V 2n

triunghiurilor CEF, ABE, ADF, AEF sunt patru numere naturale consecutive
si S[BAD] = 6, prin urmare valoarea 6 chiar se poate obtine si, dupa cum am
vazut mai sus, aceasta valoare este cea mai mare valoare posibila.

. Deducem ca

ca O sa construim chiar un patrulater ortodiagonal

5. Numerele 1,2, 3,...,100 de pe axa numerelor sunt capetele a 50 de segmente,
fiecare din numerele 1,2, 3, ..., 100 fiind capat pentru unul din segmente.
Demonstrati ca printre cele 50 de segmente exista fie doua de lungimi egale, fie
doua care au suma lungimilor egala cu 100.



Revista Kvant, prelucrare

Solutie.

Presupunem ca ar fi posibil ca printre cele 50 de segmente sa nu fie nici segmente
de aceeasi lungime, nici segmente cu suma lungimilor 100. Lungimile posibile de
segmente sunt 1,2,3,...,99. impéri;im segmentele In multimi astfel:

A; =multimea segmentelor de lungime 1 sau 99;

Ay =multimea segmentelor de lungime 2 sau 98;

A3 =multimea segmentelor de lungime 3 sau 97;

Ay =multimea segmentelor de lungime 49 sau 51;

Aso = multimea segmentelor de lungime 50.

Daca am avea doua din cele 50 de segmente intr-o aceeasi multime atunci aceste
doua segmente ar avea fie aceeasi lungime, fie suma lungimilor egala cu 100, ceea
ce ar contrazice presupunerea facuta la inceput. Trebuie asadar sa avem exact un
segment in fiecare multime. Deoarece multimile Ay, As, As, ..., Ay contin seg-
mente de lungime impara, in vreme ce multimile Ay, Ay, Ag, ..., Aso contin numai
segmente de lungime para, printre cele 50 de segmente vor fi 25 cu lungima impara
si 25 cu lungimea para.

Sa examinam acum paritatea capetelor unui segment de lungime para, respectiv
impara. Un segment de lungime para are capetele de aceeagi paritate, in vreme
ce un segment de lungime impara are capetele de paritati diferite. Asadar cele
25 de segmente de lungime impara folosesc 25 de numere pare si 25 de numere
impare, urmand ca celelalte 25 de numere pare si celelalte 25 de numere impare
sa fie folosite la segmentele de lungime para. Dar 25 de numere pare nu pot fi
legate folosind numai segmente de lungime para, deci presupunerea initiala duce
la o contradictie, prin urmare ea este falsa.



