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Leonhard Euler 1-a creditat in mod eronat pe matematicianul englez John Pell
cu primul studiu aprofundat al solutiilor ecuatiilor de forma u? — Dv? = 1.
Acestea ar fi trebuit numite ecuatiile lui Fermat, deoarece el a fost primul care
a cercetat proprietatile solutiilor netriviale ale acestora. Ecuatiile de tip Pell
au o lunga istorie care incepe cu vechii greci; Theon din Smyrna a folosit in
aproximarea lui /2 fractii de forma u/v, unde u si v sunt solutii ale ecuatiei
u? —20? = 1. 1n 1657, Fermat a afirmat, fird si demonstreze, ci daci D este
un numar natural care nu este patrat perfect, atunci ecuatia u? — Dv? = 1 are
o infinitate de solutii. Tot in 1657, Fermat i-a provocat pe John Wallis si pe
William Brouncker si afle solutiile minimale ale ecuatiilor u? — 151v? = 1 si
respectiv u? — 313v% = 1; Wallis a gasit solutia (1728148040, 140634693) pentru
prima ecuatie, iar Brouncker a determinat solutia (126862368, 7170685) pentru
cea de a doua. In 1766, Lagrange a demonstrat ci ecuatia u? — Dv? =1 are o
infinitate de solutii pentru orice numar natural D care nu este patrat perfect.

1. Ecuatia Pell pozitiva u? — Dv? =1

T1. Daca D este un numar natural care nu este patrat perfect, atunci ecuatia
u? — Dv? =1 (1)

are o infinitate de solutii in multimea numerelor naturale, iar solutia generala a
ecuatiei (1) este datd de (up, vp)n>1, unde

Unt1 = UoUn + DUoUn;  Uny1 = VolUn + UoUpn; U1 = Ug, V1 =g, VN >1, (2)

unde (ug,vg) este solutia fundamentald a ecuatiei, adicd cea mai micd solutie
diferitd de solutia triviald (1,0).

Observatii. 1. Deoarece orice solutie (u,v) a ecuatiei (1) conduce la solutiile
(u, —v), (—u,v), (—u, —v) ale ecuatiei in multimea numerelor intregi este sufi-
cient sa rezolvam ecuatia In multimea numerelor naturale.

2. Solutia (ug,vo) este cea mai micd in sensul c& este acea solutie a ecuatiei (1)
diferitd de (1,0) pentru care valoarea expresiei u 4+ vv/D este minimi.

3. Pentru a obtine toate solutiile ecuatiei Pell (1) trebuie addugata la multimea
de solutii din solutia generald si solutia triviala (1, 0).

4. Este un exercitiu de rutind si se demonstreze cd ecuatia (1) cu D patrat
perfect (nenul) nu are alte solutii in multimea numerelor naturale cu exceptia
solutiei (1,0).



T2. Solutia generald (2) a ecuatiei (1) se poate obtine si din recurenta de
ordinul 2

Up+2 — 2u0un+1 + U, = O, U = up, Uz = ’U,g + DU%, Vn Z 17 (3)
Upt2 — 2UgUpt1 + 0, =0, 01 = vg, v3 = 2ugvy, Vn > 1.

T3. Solutia generald a ecuatiei Pell pozitive (1) este data de egalitatile:

Un = % [(Uo + vov D)™ + (up — Uo\/ﬁ)n}

,  VYn2>1. 4
Up = % [(uo + vov/D)" — (ug — vo\/ﬁ)"} (4)

2. Ecuatii Pell generalizate ax? —by? =1 (5),
unde a, b sunt numere naturale nenule.

T4. Daca ab este patrat perfect, atunci ecuatia (5) nu are solutii in multimea
numerelor naturale.

T5. Daca ecuatia (5) are solutii in multimea numerelor naturale si (A, B)
este cea mai mica solutie a acesteia, atunci solutia generaa a ecuatiei Pell gen-
eralizate (5) este datd de

Ty = Aup + bBvy; Yo = Buy, + aAv,, Vn>1
unde (Un,Vn)n>1 este solutia generald a ecuatiei Pell pozitive u? —abv?® = 1.

Observatii. 1. Ecuatia Pell pozitivd u? — abv? = 1 se numeste rezolventa
Pell a ecuatiei Pell generalizate (5). Deoarece din teorema T1 ecuatia (5) nu
are solutii dacd produsul ab nu este patrat perfect rezulta c& dacd ecuatia (5)
are solutii (ceea ce teorema T5 presupune ca ipoteza), atunci ab nu este patrat
perfect, ceea ce ne situeaza in ipotezele teoremei T1 si ne asigura de existenta
solutiei generale (uy,vy,) din enuntul acestei teoreme.

2. Cea mai mica solutie a ecuatiei (5) este definita ca fiind solutia (z,y) ecuatiei
pentru care valoarea expresiei £1/a 4 /b este minimi.

3. Ecuatia Pell negativa u? — Dv? = —1 (6)

Spre deosebire de ecuatia Pell pozitiva, exista valori D > 2 care nu sunt patrate
perfecte pentru care ecuatia Pell negativd (6) nu are solutii in multimea
numerelor naturale - de exemplu D = 3 (a se vedea gi Tabelul 1 de la finalul
materialului).

T6. Daci ecuatia (6) are solutii in multimea numerelor naturale si (A, B)
este cea mai micd solutie a acesteia, atunci solutia generala a ecuatiei (6) este



datd de (xn, Yn)n>1, unde
Ty = Auy, + DBvy;  yn = Bug, + Avy,, Yn > 1,
iar (un, vn)n>1 este solutia generald a ecuatiei Pell pozitive asociate u? — Dv? =

1 (prezentatd in teoremele T1, T2 gi T3).

Observatii. 1. La solutia generala a ecuatiei Pell negative (6) trebuie adaugata
si solutia (A, B) pentru a obtine corect multimea tuturor solutiilor.

2. Un calcul direct conduce la urmatoarele expresii pentru solutia generala a
ecuatiei Pell negative (6):

o =3 [(A+ BVD)(uo + vV D)" + (4 = BVD)(uo — 1o/ D)"]

, Vn > 1.
Yn = ﬁ [(AJr BVD)(up + vV D)" — (A — BVD)(ug — Uo\/ﬁ)"] =

3. Rezultatul din teorema T6 se putea obtine din cel cuprins in teorema TH
pentru a = D, b =1 gi renotand z = v,y = u.

Lista de probleme

P1. Determinati toate perechile (k,m) de numere naturale nenule pentru care
are loc egalitatea

1424+ .. +k=(k+1)+(E+2) +...(k+m).

P2. Determinati toate numerele triunghiulare care sunt patrate perfecte.

P3. Determinati toate numerele naturale m pentru care 2m + 1 si 3m + 1
sunt ambele patrate perfecte. Aratati cd toate numerele m cu aceasta propri-
etate sunt divizibile cu 40.

P4. Aratati ca daca ecuatiile Pell generalizate (generalizarea este Insa in alt sens
decat 1n preliminariile teoretice din sectiunea 2) 2 —5y? = a si 2% —5y% = b au
fiecare solutie, atunci ecuatia 2% — 532 = ab are de asemenea solutie.

P5. Determinati toate triunghiurile pentru care lungimile laturilor sunt nu-
mere naturale consecutive si aria este exprimata de asemenea printr-un numéar
natural. (De exemplu, triunghiurile avind lungimile laturilor 3,4,5, respectiv
13,14,15 au aceastd proprietate).

P6. Determinati toate valorile intregi ale lui a pentru care ecuatia
2 +ary+y: =1

are o infinitate de solutii intregi (z,y).
(Problemd propusd la Olimpiada de Matematicd din Irlanda, 1995)



P7. Aritati cd existd o infinitate de cvadruplete (z,y,z,¢) de numere natu-
rale prime intre ele pentru care

x3+y3+z2:t4.

P8. Aratati ca ecuatia
o3+ 28 13 = 1999

are o infinitate de solutii in multimea numerelor intregi.

P9. Daca (up,vp) este solutie in mulfimea numerelor naturale pentru ecuatia
u? — Dv? = 1 si (z0,y0) este solutie in multimea numerelor naturale pen-
tru ecuatia 2 — Dy? = k, s se arate ca (X,Y) cu X = zoup + Dyovo si
Y = xovo + youo este de asemenea solutie in multimea numerelor naturale pen-
tru ecuatia #2 — Dy? = k. Si se deduca de aici ca ecuatia 22 — 7y%2 = 2 are o
infinitate de solutii in multimea numerelor naturale.

P10. Gasiti toate solutiile in multimea numerelor naturale nenule pentru ecuatia
z? — 6xy +9° = 1.

P11. Se considers ecuatia 13 423 4+ ... +n3 = m*, cu necunoscutele m,n € N*.
(a) Sa se afle trei solutii ale ecuatiei.

(b) Sa se arate ca ecuatia are o infinitate de solutii.

(Problema propusd la etapa finald a Concursului Interjudetean de Matematicd
"Traian Lalescu”, 2008)

P12. Demonstrati ca existd o infinitate de numere naturale m cu proprietatea
cd m? + 1 divide m!.
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Tabel 1. Solutiile fundamentale ale ecuatiei Pell negative



D o tp D g o

D w vy

2 3 ! 38 an 6 Tl 3480 413
3 2 1 39 25 72 17 2

b 9 4 40 19 3 T3 | 2281249 | 267000
6 5 2 41 2040 320 T 3699 430
¥ g 3 42 13 2 75 26 k]

] 3 1 43 3482 831 Th 57799 6630
0] 19 6 | 44 189 30 Lilf 351 40
11 10 3 45 161 24 T8 53 ]
12 7 2 46 24335 3588 70 80 9
13 | 649 | 180 | 47 48 T 80 9 1
14| 15 4 48 T 1 82 163 18
15 4 1 L] 99 14 B3 82 9
17| 33 8 51 50 i B4 5B 6
18 | 17 4 52 649 L1 B3 286760 30996
189|170 | 3% | 53 66240 9100 86 10405 1122
20 9 2 b4 485 i BT 28 i
21| 55 12/ |f 55 a9 12 88 187 21
22| 187 | 42 | 66 15 2 89 | 500001 53000
23| 24 b 57 151 20 90 19 2
M| 5 1 58 19603 2574 91 1674 165
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Tabel 2. Solutiile fundamentale ale ecuatiei Pell pozitive pentru D < 103



