
Ecuaţii diofantice: ecuaţii Pell – Fermat
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Leonhard Euler l-a creditat ı̂n mod eronat pe matematicianul englez John Pell
cu primul studiu aprofundat al soluţiilor ecuaţiilor de forma u2 − Dv2 = 1.
Acestea ar fi trebuit numite ecuaţiile lui Fermat, deoarece el a fost primul care
a cercetat proprietăţile soluţiilor netriviale ale acestora. Ecuaţiile de tip Pell
au o lungă istorie care ı̂ncepe cu vechii greci; Theon din Smyrna a folosit ı̂n
aproximarea lui

√
2 fracţii de forma u/v, unde u şi v sunt soluţii ale ecuaţiei

u2 − 2v2 = 1. ı̂n 1657, Fermat a afirmat, fără să demonstreze, că dacă D este
un număr natural care nu este pătrat perfect, atunci ecuaţia u2 −Dv2 = 1 are
o infinitate de soluţii. Tot ı̂n 1657, Fermat i-a provocat pe John Wallis şi pe
William Brouncker să afle soluţiile minimale ale ecuaţiilor u2 − 151v2 = 1 şi
respectiv u2− 313v2 = 1; Wallis a găsit soluţia (1728148040, 140634693) pentru
prima ecuaţie, iar Brouncker a determinat soluţia (126862368, 7170685) pentru
cea de a doua. În 1766, Lagrange a demonstrat că ecuaţia u2 −Dv2 = 1 are o
infinitate de soluţii pentru orice număr natural D care nu este pătrat perfect.

1. Ecuaţia Pell pozitivă u2 −Dv2 = 1

T1. Dacă D este un număr natural care nu este pătrat perfect, atunci ecuaţia

u2 −Dv2 = 1 (1)

are o infinitate de soluţii ı̂n mulţimea numerelor naturale, iar soluţia generală a
ecuaţiei (1) este dată de (un, vn)n≥1, unde

un+1 = u0un + Dv0vn; vn+1 = v0un + u0vn; u1 = u0, v1 = v0, ∀n ≥ 1, (2)

unde (u0, v0) este soluţia fundamentală a ecuaţiei, adică cea mai mică soluţie
diferită de soluţia trivială (1, 0).

Observaţii. 1. Deoarece orice soluţie (u, v) a ecuaţiei (1) conduce la soluţiile
(u,−v), (−u, v), (−u,−v) ale ecuaţiei ı̂n mulţimea numerelor ı̂ntregi este sufi-
cient să rezolvăm ecuaţia ı̂n mulţimea numerelor naturale.
2. Soluţia (u0, v0) este cea mai mică ı̂n sensul că este acea soluţie a ecuaţiei (1)
diferită de (1, 0) pentru care valoarea expresiei u + v

√
D este minimă.

3. Pentru a obţine toate soluţiile ecuaţiei Pell (1) trebuie adăugată la mulţimea
de soluţii din soluţia generală şi soluţia trivială (1, 0).
4. Este un exerciţiu de rutină să se demonstreze că ecuaţia (1) cu D pătrat
perfect (nenul) nu are alte soluţii ı̂n mulţimea numerelor naturale cu excepţia
soluţiei (1, 0).
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T2. Soluţia generală (2) a ecuaţiei (1) se poate obţine şi din recurenţa de
ordinul 2{

un+2 − 2u0un+1 + un = 0, u1 = u0, u2 = u2
0 + Dv20 , ∀n ≥ 1;

vn+2 − 2u0vn+1 + vn = 0, v1 = v0, v2 = 2u0v0, ∀n ≥ 1.
(3)

T3. Soluţia generală a ecuaţiei Pell pozitive (1) este dată de egalităţile: un = 1
2

[
(u0 + v0

√
D)n + (u0 − v0

√
D)n

]
vn = 1

2
√
D

[
(u0 + v0

√
D)n − (u0 − v0

√
D)n

] , ∀n ≥ 1. (4)

2. Ecuaţii Pell generalizate ax2 − by2 = 1 (5),
unde a, b sunt numere naturale nenule.

T4. Dacă ab este pătrat perfect, atunci ecuaţia (5) nu are soluţii ı̂n mulţimea
numerelor naturale.

T5. Dacă ecuaţia (5) are soluţii ı̂n mulţimea numerelor naturale şi (A,B)
este cea mai mică soluţie a acesteia, atunci soluţia generaă a ecuaţiei Pell gen-
eralizate (5) este dată de

xn = Aun + bBvn; yn = Bun + aAvn, ∀n ≥ 1

unde (un, vn)n≥1 este soluţia generală a ecuaţiei Pell pozitive u2 − abv2 = 1.

Observaţii. 1. Ecuaţia Pell pozitivă u2 − abv2 = 1 se numeşte rezolventa
Pell a ecuaţiei Pell generalizate (5). Deoarece din teorema T1 ecuaţia (5) nu
are soluţii dacă produsul ab nu este pătrat perfect rezultă că dacă ecuaţia (5)
are soluţii (ceea ce teorema T5 presupune ca ipoteză), atunci ab nu este pătrat
perfect, ceea ce ne situează ı̂n ipotezele teoremei T1 şi ne asigură de existenţa
soluţiei generale (un, vn) din enunţul acestei teoreme.
2. Cea mai mică soluţie a ecuaţiei (5) este definită ca fiind soluţia (x, y) ecuaţiei
pentru care valoarea expresiei x

√
a + y

√
b este minimă.

3. Ecuaţia Pell negativă u2 −Dv2 = −1 (6)

Spre deosebire de ecuaţia Pell pozitivă, există valori D ≥ 2 care nu sunt pătrate
perfecte pentru care ecuaţia Pell negativă (6) nu are soluţii ı̂n mulţimea
numerelor naturale - de exemplu D = 3 (a se vedea şi Tabelul 1 de la finalul
materialului).

T6. Dacă ecuaţia (6) are soluţii ı̂n mulţimea numerelor naturale şi (A,B)
este cea mai mică soluţie a acesteia, atunci soluţia generală a ecuaţiei (6) este
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dată de (xn, yn)n≥1, unde

xn = Aun + DBvn; yn = Bun + Avn, ∀n ≥ 1,

iar (un, vn)n≥1 este soluţia generală a ecuaţiei Pell pozitive asociate u2−Dv2 =
1 (prezentată ı̂n teoremele T1, T2 şi T3).

Observaţii. 1. La soluţia generală a ecuaţiei Pell negative (6) trebuie adăugată
şi soluţia (A,B) pentru a obţine corect mulţimea tuturor soluţiilor.
2. Un calcul direct conduce la următoarele expresii pentru soluţia generală a
ecuaţiei Pell negative (6): xn = 1

2

[
(A + B

√
D)(u0 + v0

√
D)n + (A−B

√
D)(u0 − v0

√
D)n

]
yn = 1

2
√
D

[
(A + B

√
D)(u0 + v0

√
D)n − (A−B

√
D)(u0 − v0

√
D)n

] , ∀n ≥ 1.

3. Rezultatul din teorema T6 se putea obţine din cel cuprins ı̂n teorema T5
pentru a = D, b = 1 şi renotând x = v, y = u.

Listă de probleme

P1. Determinaţi toate perechile (k,m) de numere naturale nenule pentru care
are loc egalitatea

1 + 2 + . . . + k = (k + 1) + (k + 2) + . . . (k + m).

P2. Determinaţi toate numerele triunghiulare care sunt pătrate perfecte.

P3. Determinaţi toate numerele naturale m pentru care 2m + 1 şi 3m + 1
sunt ambele pătrate perfecte. Arătaţi că toate numerele m cu această propri-
etate sunt divizibile cu 40.

P4. Arătaţi că dacă ecuaţiile Pell generalizate (generalizarea este ı̂nsă ı̂n alt sens
decât ın preliminariile teoretice din secţiunea 2) x2− 5y2 = a şi x2− 5y2 = b au
fiecare soluţie, atunci ecuaţia x2 − 5y2 = ab are de asemenea soluţie.

P5. Determinaţi toate triunghiurile pentru care lungimile laturilor sunt nu-
mere naturale consecutive şi aria este exprimată de asemenea printr-un număr
natural. (De exemplu, triunghiurile având lungimile laturilor 3, 4, 5, respectiv
13, 14, 15 au această proprietate).

P6. Determinaţi toate valorile ı̂ntregi ale lui a pentru care ecuaţia

x2 + axy + y2 = 1

are o infinitate de soluţii ı̂ntregi (x, y).
(Problemă propusă la Olimpiada de Matematică din Irlanda, 1995)
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P7. Arătaţi că există o infinitate de cvadruplete (x, y, z, t) de numere natu-
rale prime ı̂ntre ele pentru care

x3 + y3 + z2 = t4.

P8. Arătaţi că ecuaţia
x3 + y3 + z3 + t3 = 1999

are o infinitate de soluţii ı̂n mulţimea numerelor ı̂ntregi.

P9. Dacă (u0, v0) este soluţie ı̂n mulţimea numerelor naturale pentru ecuaţia
u2 − Dv2 = 1 şi (x0, y0) este soluţie ı̂n mulţimea numerelor naturale pen-
tru ecuaţia x2 − Dy2 = k, să se arate că (X,Y ) cu X = x0u0 + Dy0v0 şi
Y = x0v0 + y0u0 este de asemenea soluţie ı̂n mulţimea numerelor naturale pen-
tru ecuaţia x2 −Dy2 = k. Să se deducă de aici că ecuaţia x2 − 7y2 = 2 are o
infinitate de soluţii ı̂n mulţimea numerelor naturale.

P10. Găsiţi toate soluţiile ı̂n mulţimea numerelor naturale nenule pentru ecuaţia

x2 − 6xy + y2 = 1.

P11. Se consideră ecuaţia 13 + 23 + . . .+n3 = m4, cu necunoscutele m,n ∈ N∗.
(a) Să se afle trei soluţii ale ecuaţiei.
(b) Să se arate că ecuaţia are o infinitate de soluţii.
(Problemă propusă la etapa finală a Concursului Interjudeţean de Matematică
”Traian Lalescu”, 2008)

P12. Demonstraţi că există o infinitate de numere naturale m cu proprietatea
că m2 + 1 divide m!.
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Tabel 1. Soluţiile fundamentale ale ecuaţiei Pell negative
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Tabel 2. Soluţiile fundamentale ale ecuaţiei Pell pozitive pentru D ≤ 103
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