TEMA 2.

n
n
1. Fie n un numar natural nenul. Demonstrati cd numerele Z [ﬂ i [v/n] au

k=1
aceeagi paritate.

2. Fie a, b numere reale distincte, nu ambele intregi. Demonstrati ca exista n € N*
astfel incat o — 0" &€ Z.

3. Determinati cel mai mic numar real ¢ care are urmatoarea proprietate:

oricare ar fi n numere reale aq, as, ..., a,, putem alege dintre acestea cateva (min-
imum unul), astfel incat distanta dintre suma lor gi cel mai apropiat numar intreg
sa fie cel mult c.

4. Aratati ca oricare ar fi 7 dintre varfurile unul poligon regulat cu 27 de laturi,
putem alege 4 dintre ele care sa fie varfurile unui trapez.

5. Determinati numerele naturale nenule n pentru care multimea {1,2,...,n}
poate fi partitionata in (cel putin doua) submultimi care au acelagi numar de ele-
mente si aceeagi suma a elementelor.

6. Intr-un orag sunt trei licee. In fiecare liceu invata n elevi. Fiecare elev din
fiecare liceu cunoagte n + 1 elevi de la celelalte licee. Demonstrati ca se pot alege
trei elevi, cate unul de la fiecare liceu, astfel incat cei trei elevi sa se cunoasca intre
el.

7. Determinati numerele intregi a, b care verifica ecuatia (a + 1)(b — 1) = a?b*.

8. Demonstrati ca, oricum am alege 90 de numere din multimea {1,2,...,100},
exista printre ele 10 aflate in progresie aritmetica.

9. Fie k£ > 1 un numar intreg. Un operator de telefonie mobila 1i propune fiecarui
client k£ numere cu care comunicarea este gratuita (daca o persoana A alege numarul
lui B, atunci apelurile lui A catre B si cele ale lui B catre A sunt gratuite. Con-
sideram un grup de n persoane.

1) Daca n > 2k + 2, demonstrati ca exista doua persoane care nu pot comunica
gratuit.

2) Daca n = 2k + 1, demonstrati ca cele n persoane pot alege numerele gratuite
astfel incat sa vorbeasca gratuit intre ei.

10. Pe o tabla 5 x 5 au fost plasati n cai (cel mult unul in fiecare patratel) astfel



incat fiecare dintre ei ataca exact altii doi. Care este cea mai mare valoare posibla
a lui n?

11. Fie n > 5 un numar natural. Aratati ca multimea {1,2,...,n} poate fi
partitionata in doua submultimi A si B astfel incat suma elementelor multimii A
sa fie egala cu produsul elementelor multimii B.



