ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE

Numere prime din progresii aritmetice
Petru Minut'

Un numdr natural p, p > 1, se numeste numdr prim dacd nu are alti divizori
inafard de 1 si p.

Lema. Un numar natural n, n > 1, are un divizor prim.

Demonstratie. Fie M mul{imea tuturor numerelor naturale care sunt divizori
ai lui n diferiti de 1. M # ), deoarece n € M. In M exist# un numdr care este cel
mai mic, p. Ardtdm, prin reducere la absurd, c& p este prim. Presupunem ci p este
compus: p=ab, 1 <a <p. Din a|p i p|n rezultd ci a|n. Am gisit un divizor al
lui » mai mic ca p ceea ce contrazice alegerea lui p.

Teorema 1. In multimea numerelor naturale existd o infinitate de numere prime.

Demonstratie. Existd numere prime. De exemplu 2, care nu poate avea alti
divizori in afard de 1 gi 2. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem c# exista
o multime finit4 de numere prime in N, P = {py,ps,...,pr}. Consideram numéarul
ajutdtor N = py1py...pr + 1. Deoarece N > 1, existd un numér prim p, p| N. Din
p € Prezultd ci p|p1pa ... pr. Dacd dousd numere sunt multipli de p, atunci diferenta
lor este multiplu de p. Rezultd ci p|1, ceea ce implicd p = 1 si contrazicem definitia
numdrului prim.

Observatie. Teorema 1 o gdsim enuntatd si demonstratd pentru prima oard in
opera lui Euclid "Elemente” (sec.II 1.Ch.) si este cunoscutd sub denumirea de
teorema lui Euclid. Se cunosc numeroase demonstratii ale acestei teoreme.

Singurul num#r prim par este 2. Aranj&m numerele impare in doud siruri:
3,7,11,15, ..., 4k—1,... (1)
1,5,9,13,...,4k+1,... (2)

Constatdm ci in aceste giruri (progresii aritmetice), mergand pani la termeni de rang
tot mai mare, gdsim noi termeni care sunt numere prime. Dacé ludm si alte progresii
aritmetice, de exemplu:
3,13,23,33,43,53,63,73,83, ... (3)
2,7,12,17,22,27,32,37,42,47, . .. (4)

constatdm acelagi lucru. Este ugor de demonstrat c& in progresia (1) existd o infinitate
de numere prime.

Teorema 2. FExistd o infinitate de numere prime de forma p =4k —1, k € N.

Demonstratie. Proceddm prin reducere la absurd. Am pus deja in evidentd
cateva numere prime de aceastd form# (sirul (1)). Presupunem ci existd un numér
finit de numere prime de acest fel: p1,po,...,p,. Construim numarul ajutdtor N =
=4p1pa...pn — 1. Deoarece N > 1, existd p prim, p| N. Orice num&r prim p diferit
de 2 este de forma p = 4k — 1 sau p = 4k 4+ 1. Dac4 toti divizorii primi ai lui N sunt
de forma p = 4k + 1, numirul N este de forma N =4h+1,deci 4| N —1si 4| N +1,
ceea ce implicd 4 | 2. Contradictie! Existd divizori primi ai lui N de forma 4k —1. Fie
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p un asemenea divizor. Rezultd c& p € {p1,pa,...,Pn}, deci p|4pipa...ps gi cum
p| N rezultd p = 1. Contradictie! Presupunerea ci existd un numér finit de numere
prime de forma p = 4k — 1 nu poate fi adevirati.

Teorema 2 se generalizeazd dupd cum urmeazi:

Teorema 3. Pentru orice numdr natural n, n # 0, existd o infinitate de numere
prime p de forma p=nk —1, k € N.

Demonstratie. Pentru n = 1, {nk—1 | k € N} = NU{-1} si afirmatia teo-
remei este adeviratd (teorema lui Euclid). Pentru n = 2, {nk—1| ke N} =
={-1,1,3,5,7,... } i afirmatia teoremei este adevirati (existd o infinitate de nu-
mere prime impare).

Pentru demonstratia teoremei in cazul n > 2 vom folosi lema urméitoare:

Lema. Pentru orice numdr natural n, n > 1, avem:

HISr<n r =41 (modn). (5)
(ryn)=1

Demonstratie. Pentru n = 2 congruenta este evidents. Pentru n > 2 gi r fixat,
1<r<mn,(r,n) =1, gtim ci existd solutie unici pentru congruenta rz = 1 (modn).
Deci, exist® un singur v, 1 < ¢/ < n, (r',n) = 1 astfel incat ' = 1 (modn). In
membrul intai al congruentei (5) inlocuim produsele r’ cu 1 pentru toti r pentru
care 1’ # 7. Rezultd ci H(r,n):ﬂ" = ]I (m=1 r. Observdm cad pentru r cu

r?=1(mod n)
proprietatea ci r2 = 1 (modn) avem 7 (n —7) = —1 (modn). Rezultd ci membrul
intai al congruentei (5) este congruent cu (—1)*, unde 2k este numérul acelor r cu
proprietatea 2 = 1(modn) (r si n — r au ambii aceastd proprietate). Lema este
demonstrata.

Revenim la demonstratia teoremei in cazul n > 2. Vom arédta prin reducere la
absurd, cd existd o infiniate de numere prime p de forma p = nak — 1, k € N, unde
a este produsul numerelor naturale mai mici ca n gi prime cu n luat cu semnul +
sau — dupd cum produsul acestor numere este congruent cu +1 sau —1 modulo n.
Presupunem c& existd un numdr finit de numere p de forma p = nak—1: p1,pa,...,ps.
Consideram numarul ajutdtor N = napips...ps — 1. N > 1 deoarece chiar in cazul
s=0,N=na—1>n-—12>1. Existd p prim, p| N; p este de forma p = nau + r,
(ry,Na) = 1. Din p = Nau +r = nu + r (modn) rezultd c& p si nu + r dau acelasi
rest la impartirea cu n. Rezultd cd r < n ¢i nu putem avea 1 < r < n— 1 deoarece ar
rezulta ci r | n sau r | a, deci r | p si contrazicem faptul c& p este prim. Prin urmare,
p este de forma p = nau + 1. Daca toti divizorii lui N ar fi de forma p=nu+1, N
ar fi si el de aceastd forma. Prin urmare, existd un divizor prim p al lui N de forma
p = nau — 1. Rezultd c& p € {p1,p2,...,Ps}, P|napipa...ps si cum p| N am avea
pl1, deci p =1 si contrazicem definitia num&rului prim.

Teorema 2 se obtine din Teoremei 3 ludnd n = 4. Din Teorema 3 rezulta ci existd
o infinitate de numere prime p de forma p =6k — 1, k € Nsaup =8k —1, k € N
s.a.m.d.

Pentru a ar#ita ci progresia (2) contine o infinitate de numere prime vom folosi
urmatoarea

Lema&. Oricare ar fi numdrul natural n, n > 1, numdrul (n!)2 + 1 are divizori
primi $i acestia sunt de forma p = 4k + 1.
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Demonstratie. Pentru n > 1, numarul (n!)2 + 1 este impar, mai mare ca 1.
Existd p| (n!)2 + 1, p # 2. Deci p este de forma p = 4k + 1 sau p = 4k + 3. Daci p
este de forma p = 4k+3, din p| (n!)*+1 rezulti p | (n!)Q(%H)—l—l, adicip| (n!)’ ' +1
si apoi p| (n!)? + n!. Conform cu mica teoremd a lui Fermat p| (n!)* —n!. Rezultd
p|2nl, deci p < n, p|n! ceea ce implicd p| 1, contradictie!

Teorema 4. FExistd o infinitate de numere prime p de forma p=4k+1, k € N.

Demonstratie. Folosim din nou metoda lui Euclid. Presupunem ca existd un
numdr finit de numere prime de forma 4k + 1: p1 =5 < py < --- < p, si considerdm
numérul ajutitor N = [(pipa ... ps)!]° + 1. Acesta admite, conform lemei, un divizor
prim p de forma p = 4k + 1 si ajungem din nou la contradictia p| 1.

Pentru generalizarea Teoremei 4 avem nevoie de cteva chestiuni pregétitoare. Fie

. .. xh ; 2hm
k un numar natural, £ > 1. Ecuatia ¥ —1 = 0 are ridicinile z), = e = cos - +

isin %Tﬂ, h=0,1,...k — 1. Considerim polinomul F,, (z) = H(hm):l (:r — eth”),
unde produsul se face dupd numerele h € {0,1,...,n — 1} care sunt prime cu n.
Gradul lui F), () este ¢ (n) (¢ (n) = numérul numerelor naturale mai mici ca n si
prime cu n, este cunoscutd sub numele de functia indicatoare a lui Euler). Observim
ci ok —1 = 1. & Fn () (produsul se face dupd divizorii pozitivi ai lui k). Fie
% —1 = F}, (x) Gy (z), unde G, () este cel mai mic multiplu comun al polinoamelor
2™ — 1, n|k, n < k, avand coeficientul termenului de grad cel mai inalt egal cu
1. Deoarece Gy (x) este un polinom cu coeficienti intregi, atunci si Fj (x) este un
polinom cu coeficienti intregi. Observiam cd pentru orice numir intreg x, x # +1,
avem Fy, (z) Gy (x) # 0.
Lema 1. Fie n un divizor propriu al lui k (n # 1, n # k). Pentru orice numdr
k1
T | k.
Demonstratie. Notdm k = nd, 2™ — 1 = y. Vom avea:
-1 (y+1)%-1
an—1 Y

zk

Daci § = (x"—l, —
mn —

intreg x, v # +1, avem: <x" -1,

x’ﬂf

:yd—l+Céyd—2+--~+d5d(m0dy)'

1
1>, din 0 |y rezultd § | d si, cum d |k, rezultd § | k.

Lema 2. Fie x € Z, x # 1. Orice divizor prim, comun lui Fy (z) $i Gy ()
este un divizor al lui k.

Demonstratie. Fie p prim, p| Fy (x), p| Gk (). Din p |Gy (x) rezultd ci existd
n € N*, n|k, n <k, astfel incat p|F, (z) (deoarece Gy (z) = [I,, 4 p<p In (@) si
dacd un numéir prim divide un produs atunci el divide cel putin unul dintre factori).

k k

-1 -1

37 sip| (2"t < . Conform Lemei
" —1 " —1

Din p|a™ — 1 i p| Fy (x) rezultd p|

1, p|k.

Teorema 5. Pentru orice numdr natural k, k > 1, existd o infinitate de numere
prime de forma p=nk+1, n € N.

Demonstratie. Pentru k& = 1 enuntul teoremei este adevirat (teorema lui Eu-
clid). Pentru k > 1, ar8t8m mai intai c& existd numere prime de forma p = nk + 1.
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Pentru z = ky, y € Z vom avea: Fy (v) Gy () = #¥ — 1 = —1(mod k). Deoarece
ecuatiile Fy (z) = +1 au un numdr finit de rid#cini, putem alege y astfel incat
Fy () # £1. Existd numere prime p care sunt divizori ai lui Fj, (x). Deoarece p 1 k
(p|k = plz = p|l), rezultd (conform Lemei 2) c& p 1 G (x) si deci p t 2™ — 1,
oricare ar fi numérul natural n, n|k, n < k. Deci 2" # 1(modn), n|k, n < k i
¥ = 1(modn). Fie n = (k,p—1). Existd dous numere intregi s si ¢ astfel incat
n = sk+t(p —1). Rezultd c 2™ = (:L’k)s (mp’l)t = 1 (mod p). Nu putem avean < k,
deci n = k. Conform cu mica teoremd a lui Fermat xP~! = 1 (mod p). Rezultd ci
p—1 este multiplu de k. Intr-adevir, dacd § este cea mai mic# putere intreagi, strict
pozitivi a lui = astfel incat 2% = 1 (modp), atunci z* = 1(modp) < 6|a. Daci
a = b, atunci % = (:r5)b = 1(modp). Dacid 2% =1 (modp), a=bd +r, 0 <71 <4,
nu putem avea § > 0 deoarece z* = 2" = 1 (mod p) si contrazicem alegerea lui 4.
Deci, p — 1 = nk, adicd p = nk + 1.

Fie p; un numér prim de forma p; = n1k + 1. Ludm k; = p1k. Conform primei
parti a demonstratiei existd un numér prim ps de forma py = np1k + 1, adicd pentru
orice numdr prim p; de forma p; = nk+ 1 existd un numér prim p, de aceeasi forms,
p2 > p1. Rezultd cd existd o infinitate de numere prime p de forma p = nk + 1,
n € N.

Enuntul cel mai general, care cuprinde drept cazuri particulare toate teoremele
prezentate, il constitue teorema urmétoare, cunoscutd in literatura matematicd sub
denumirea de teorema lui Dirichlet.

Teorema 6. Oricare ar fi numerele | € Z ¢i k € N*, (I,k) = 1, progresia

aritmetic L1+ k0+2k, ... 1+nk,...
contine o infinitate de numere prime.

Conditia (I,k) = 1 este necesard . Daci (I,k) = d > 1, toti termenii progresiei
sunt multipli de d. Demonstratia Teoremei 6, in cazul general, nu poate fi facutd
prin metode ale matematicii elementare.

Problema numéarului de numere prime dintr-o progresie aritmeticd a fost pusa
pentru prima oar# in 1775 de Leonard Euler in cazul particular [ = 1. In cartea
sa "Théorie des nombres” A. M. Legendre a dat o demonstratie Teoremei 6 bazatd
pe o ipotezd, care ulterior s-a dovedit a fi falsi. Prima demonstratie a teoremei a
fost datd in 1837 de Lejeune P. G. Dirichlet care a creat un aparat analitic special
(seriile Dirichlet). Demonstratia lui Dirichlet este consideratd actul de nagtere al
teoriei analitice a numerelor.
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