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PATRULATERE INSCRIPTIBILE 
(şi câteva teoreme în plus…) 

  
Definiţia 1. Patru sau mai multe puncte care se găsesc pe un acelaşi cerc, se numesc 

puncte conciclice. 
Definiţia 2. Se numeşte patrulater inscriptibil, un patrulater ale cărui vârfuri sunt patru 

puncte conciclice. 
 
Proprietăţile patrulaterelor inscriptibile: 
1). Un patrulater este inscriptibil, atunci şi numai atunci când, două unghiuri opuse ale 

sale sunt suplementare(v. Fig.1,a). 
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Fig.1 
2). Un patrulater este inscriptibil, atunci şi numai atunci, când un unghi format de o 

diagonală cu latură a sa este congruent cu unghiul format de latura opusă cu cealaltă diagonală 
(v. Fig.1,b). 

Consecinţe:  
i. Un patrulater care are două unghiuri opuse drepte este un patrulater inscriptibil. 
ii. Un patrulater este inscriptibil, atunci şi numai atunci când, un unghi interior al său este 

congruent cu unghiul exterior opus. 
iii. Un trapez isoscel este inscriptibil. 
 
Aplicaţia 1. (i): Arătaţi că simetricele ortocentrului unui triunghi, faţă de o laturile 

triunghiului, se găsesc pe cercul circumscris triunghiului. 
(ii): Arătaţi că simetricele ortocentrului unui triunghi, faţă de mijloacele laturilor 

triunghiului, se găsesc pe cercul circumscris triunghiului. 
Soluţie: Fie ABC un triunghi oarecare, H ortocentrul, iar Ha, Hb şi Hc picioarele 

înălţimilor sale. Notăm cu Sa –simetricul lui H faţă de latura BC şi cu Na–simetricul lui H faţă de 
mijlocul Ma al laturii [BC]. Va trebui să arătăm că patrulaterele ABSaC şi ABNaC sunt 
inscriptibile (v.fig.2). 

(i): Dreapta BC fiind axa de simetrie a punctelor H şi Sa, triunghiul HSaC este isoscel cu 
vârful în C, aşa că avem: )1(.HCSCHS aa ∠≡∠  

Pe de altă parte, întrucât: 



-   2   - 
Prof. Mihai Miculiţa, ORADEA. 

( )
( )

)2(.

90

90
0

0

ABCHCSilinscriptibBHHH

HAHBHH
HAHmABAH

BHHmBCAH

aac

ca

cc

aa

∠≡∠⇒−⇒

∠≡∠⇒






=∠⇒⊥

=∠⇒⊥

 

       A

B                          C

              H

H
c

               H
b

               H
a

S
a

M
a

    N
a

 
Fig.2. 

 În fine, din relaţiile (1) şi (2) urmează că: 
.ilinscriptibCABSABCCHS aa −⇒∠≡∠ ■ 

 (ii): Avem, 
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 Observaţie: Patrulaterul BNaSaC este un trapez isoscel! (Justificaţi!) 
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Fig.3. 
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Aplicaţia 2.  
Fie ABC un triunghi oarecare. Notăm cu P punctual de intersecţie al mediatoarei laturii 

[BC] cu bisectoarea unghiului ∠BAC (opus laturii [BC]). Demonstraţi că punctul P se găseşte 
pe cercul circumscris triunghiului ABC. 

Soluţie: Notăm cu Ma-mijlocul laturii [BC] şi cu Pb şi Pc proiecţiile punctului P pe 
dreptele suport ale laturilor [AC] şi respective [AC] (v. fig.3). 

Punctul P aparţinând mediatoarei laturii [BC] )1(.|||| PCPB =⇒  

Punctul P apaţinînd bisectoarei unghiului )2(.|||| bc PPPPBAC =⇒∠  

Pe de altă parte, pe baza relaţiilor (1) şi (2), avem: 
..).( ilinscriptibABPCPCPABPCICPPBPP bbc −⇒∠≡∠⇒∆≡∆  ■ 
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Fig.4. 

 Aplicaţia 3.  
 Fie ABC un triunghi în care |AB|>|AC| şi fie P acel punct se intersecţie al mediatoarei 
laturii [BC] cu cercul circumscris triunghiului ABC, care se găseşte de aceeaşi parte a dreptei 
BC cu punctul A(v. fig.4). Notăm cu M proiecţia punctului P pe latura [AC]. Demonstraţi că are 
loc relaţia: |BM|=|MA|+|AC| (cu alte cuvinte, punctul M înjumătăţeşte linia frântă BAC). 

Paternitatea acestei probleme îi aparţine lui ARHIMEDE (din Siracuza). 
 Soluţie: P-fiind un punct al mediatoarei laturii [BC] )1(.|||| PCPB =⇒  
 Pe de altă parte,  







∠≡∠

∠≡∠
∠≡∠

⇒−
)4(.

)3(;
)2(;

PCNPBM

BAPBCP
PBCPAN

ilinscriptibAPBC  

Aşa că din relaţiile (1) şi (4), urmează acum: 
( ) )5(.||||.. CNBMUIPCNABM =⇒∆≡∆  

 Pe de altă parte, ţinând seama de (1), obţinem: )6(.BCPPBC ∠≡∠  

 Din relaţiile: (2), (6) şi (3) −⇒∠≡∠⇒ APBAPPAN [ este bisectoarea unghiului ∠NAB 

( )7.|||| AMAN =⇒  
 În fine, din relaţiile (5) şi (7), urmează că avem: 

.|||||||||||| AMCAANCACNBM +=+==  ■ 
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 Definiţia 3. Triunghiul determinat de mijloacele laturilor unui triunghi, poartă numele de 
triunghi median (sau de triunghi complementar) al triunghiului dat.  

 
Aplicaţia 4.  
Demonstraţi că picioarele înălţimilor unui triunghi ABC, se găsesc pe cercul circumscris 

triunghiului median.  
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Fig.5. 

Soluţie. Notăm cu Ha, Hb şi Hc picioarele înălţimilor, iar cu Ma, Mb şi cu Mc mijloacele 
laturilor [BC], [CA] şi respective [AB]. În acest caz  ∆MaMbMc-este triunghiul median al ∆ABC. 
(v. fig.5). Voi arăta că patrulaterul MbMcMaHa-este un trapez isoscel! 
 1. Segmentele [MaMc] şi [MaMb] –fiind linii mijlocii în triunghiul ABC, avem: 

)1(|| trapezHMMMBCMM aacbcb −⇒  

şi  |McMa|= )2(.|.
2

1
|| ACMM ac =  

 2. Pe de altă parte, [HaMb]-fiind mediană în ∆AHaC, dreptunghic în Ha, avem: 

)3(.||.
2

1
|| ACMH ba =  

 Din relaţiile (2) şi (3), rezută:  )4(.|||| baac MHMM =  

 În fine, din relaţiile (1) şi (4), urmează că patrulaterul MbMcMaHa-este un trapez isoscel. 
 Aşa că piciorul Ha al înălţimii duse din vârful A al triunghiului ABC se găseşte pe cercul 
circumscris triunghiului median (∆MaMbMc). 
 În mod analog se arată că punctele Hb şi Hc se găsesc pe cercul circumscris triunghiului 
∆MaMbMc.■ 
  
 Definiţia 3. Cercul circumscris triunghiului median al triunghiului ABC, poartă numele 
de triunghiul lui Euler (sau de “cercul celor 9 puncte”(1)) al triunghiului ABC. Mijloacele Ea, Eb 
şi Ec ale segmentelor [HA], [HB] şi respective [HC], poartă numele de puncte euleriene ale 
înălţimilor triunghiului ABC. 

Observaţie: Triunghiul median (∆MaMbMc ) şi triunghiul ortic (∆HaHbHc) sunt două 
triunghiuri, înscrise în acelaşi cerc (în cercul lui Euler al triunghiului ABC). 

 
Problemă propusă: 1. Demonstraţi că punctele euleriene ale înălţimilor unui triunghi se 

găsesc pe cercul lui Euler al triunghiului. 

                                                
1 Problema propusă care urmmează, dă o justificare acestei denumiri; iar denumirea de cerc al lui Euler, vine de la 
numele marelui matematician elveţian LEONHARD EULER(1707-1783). 



-   5   - 
Prof. Mihai Miculiţa, ORADEA. 

INDICAŢIE: Observaţi că triunghiurile HBC, HAC, HAB şi ABC au acelaşi triunghi ortic, în timp 
ce triunghiurile lor mediane sunt: bcacbacab EMEEMEEME ∆∆∆ ,,  şi respectiv .cba MMM∆  (2) 

(v.Fig.6). 

B                   C

A

           H

H
c

                 H
b

                 H
a

M
a                 

M
c             M

b

E
b            E

c

E
a

 
Fig.6. 
 

 Aplicaţia 5.  
 Fie ABC un triunghi oarecare, iar D, E şi F câte un punct arbitrar al dreptelor suport 
ale laturilor [BC], [CA] şi respectiv [AB]. Demonstraţi că cercurile circumscrise triunghiurilor 
AEF, BDF şi CDE au un punct comun. 
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Fig.7. 

 Soluţie: Notăm cu P cel de al doilea punct de intersecţie al cercurilor circumscrise 
triunghiurilor AEF şi BDF (v. fig.7). Avem: 

.ilinscriptibCEPDBDPPEC
BDPAFPilinscriptibFBDP

AFPPECilinscriptibAFPE
−⇒∠≡∠⇒





∠≡∠⇒−

∠≡∠⇒−
■ 

                                                
2 Cercul lui Euler al triunghiului ABC, conţine următoarele 9 puncte: picioarele înălţimilor Ha, Hb, Hc, mijloacele 
laturilor Ma, Mb, Mc şi punctele lui Euler ale înălţimilor, punctele Ea, Eb şi Ec. 
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 Problemă propusă: 2. Fie ABCD un patrulater care nu are laturi paralele şi să notăm 
cu { } CDABE ∩=  şi cu { } .BCADF ∩=  Arătaţi că cercurile circumscrise triunghiurilor ABF, 
CDF, ADE şi BCE au un punct comun M. (v. fig.8) 
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Fig.8. 

INDICAŢIE:  Se foloseşte aplicaţia 5 în cazul triunghiului ∆AED şi punctele DECAEB ∈∈ ,  şi 

;ADF ∈  apoi în cazul ∆ABF şi a punctelor D, E şi C de pe laturile sale. 
  
 Definiţia 4. Fiind date patru drepte care sunt concurente, două căte două, şi oricare 3 să 
nu treacă prin acelaşi punct. Figura formată de aceste patru drepte poartă numele de patrulater 
complet.  
 De exemplu: dreptele AB, BC, CD şi AD(din fig.8) sunt patru astfel de drepte, care 
formează un patrulater complet. Punctele lor de intersecţie, punctele A, B, C, D, E şi F poartă 
numele de vârfurile patrulaterului; iar dreptele AB, BC, CD şi AD se numesc laturile 
patrulaterului complet ABCDEF(citim vârfurile lui); iar triunghiurile ∆ABF, ∆CDF, ∆ADE şi 
∆BCE determinate de câte 3 dintre cele 4 drepte, poartă numele de triunghiurile patrulaterului. 
 
 Cu alte cuvinte, am putea reformula rezultatul aplicatiei 5, astfel: Cercurile circumscrise 
celor 4 triunghiuri ale unui patrulater complet, au un punct comun M, numit punctul lui Miquel 
al patrulaterului. 
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Aplicaţia 6.  
 Pe laturile unui triunghi ABC, în care nici un unghi nu depăşeşte ,1200  se construiesc în 
spre exteriorul triunghiului, triunghiurile echilaterale BCD, ACE şi ABF. Demonstraţi că: 
 a). Cercurile circumscrise triunghiurilor BCD, ACE şi ABF au un punct comun T şi 

( ) ( ) ( ) ;1200=∠=∠=∠ ATBmATCmBTCm  
 b). Dreptele AD; BE şi CF sunt concurente în punctul T; 
 c). |AD|=|BE|=|CF|. 
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Fig.9. 

 Soluţie:  Notăm cu T cel de al doilea punct de intersecţie al cercurilor circumscrise 
triunghiurilor ABF şi ACE (v. fig.9). 
 a).  

( ) ( )
( )

( ) )2(.120
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ATBm

AFBmlechilateraABF

AFBmATBmilinscriptibAFBT
 

În mod analog, se arată că: ( ) )2(.1200=∠ATCm  
Aşa că, din (1) şi (2), rezultă: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) )3(.120120120360360 00000 =+−=∠+∠−=∠ ATCmATBmBTCm  
 În fine, 
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b).  
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În mod analog se arată că ].[];[ CFADT ∈  
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În mod analog se demonstrează că: |AD|=|BE|.■ 
  
 Definiţia 5. Punctul T din planul triunghiului ABC, având proprietatea: 

( ) ( ) ( ) ;1200=∠=∠=∠ ATBmATCmBTCm  
poartă numele de centru izogon(3) al triunghiului ABC. 
 
 Definiţia 6. Două semidrepte [AP şi [BP simetrice faţă de bisectoarea unghiului ,BAC∠  
spunem că sunt semidrepte izogonale în unghiul .BAC∠ (v. fig.10) 

B            C

P
Q

A

 
Fig.10. 

 Observaţie: Să observăm că în cazul în care semidreptele [AP şi [BP izogonale în 
unghiul ,BAC∠  au loc şi următoarele relaţii unghiulare: 

CAQBAP ∠≡∠   şi  .BAQPAC ∠≡∠  
 
  
 
 

 
 

                                                
3 Pentru punctul T se mai folosesc şi denumirile de punctul lui Torricelli sau de punctul lui Fermat(în cinstea, celor 
2 matematicieni).  
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Aplicaţia 7.  
Fie [AP şi [BP două semidrepte izogonale în unghiul .BAC∠  Notăm cu Pb şi Pc 

proiecţiile punctului P pe dreptele AC şi AC; iar cu Qb şi Qc proiecţiile punctului Q pe aceleaşi 
drepte (v. fig.11). Arătaţi că:  

(i). punctele Pb, Pc, Qb şi Qc sunt patru puncte conciclice; 
(ii). are loc relaţia: |PPb|.|QQb|=|PPc|.|QQc|. 
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Fig.11. 

 Soluţie: Semidreptele [AP şi [BP fiind izogonale în unghiul ,BAC∠  au loc şi 

următoarele relaţii unghiulare:  CAQBAP ∠≡∠   şi  .BAQPAC ∠≡∠   (1). 
 Pe de altă parte, avem: 

( ) ( )




∠≡∠

∠≡∠
⇒−⇒=∠=∠

)3(.

)2(;
900

APPPPP

PPPAPP
ilinscriptibPPAPCAPmBAPm

bcb

bcc
bcbc  

În mod analog se arată că:  
QQQAQQ bcc ∠≡∠)4(  şi  )5(.AQQQQQ bcb ∠≡∠  

 (i). Din relaţiile (1), (3) şi (4), urmează că, avem: 
( ) ( ) ( ) ( )⇒∠=∠−=∠−=∠⇒∠≡∠ QQPmQQQmPPPmPPQmQQQPPP bbbccbbccbccb

00 9090)6(  

⇒−⇒∠≡∠⇒ ilinscriptibPQPQQQPPPQ bbccbbbcc  Pb, Pc, Qb şi Qc sunt conciclice.■ 

 (ii). Din relaţiile (1), (2) şi (5), rezultă că: )7(.QQQPPP cbbc ∠≡∠  

În fine, din relaţiile (6) şi (7), 
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-   10   - 
Prof. Mihai Miculiţa, ORADEA. 

Probleme propuse: 
 3. Formulaţi şi demonstraţi reciproca proprietăţii (ii) a aplicaţiei 7. 
 4. Fie ABC un triunghi oarecare şi P un punct din planul triunghiului. Să se arate că: 
 (i). În cazul în care punctul P nu se găseşte pe cercul circumscris triunghiului, 
izogonalele semidreptelor [AP, [BP şi [CP faţă de unghiurile corespunzătoare ale triunghiului 
ABC, sunt concurente într-un punct Q. 
 (ii). În cazul în care punctual P se găseşte pe cercul circumscris triunghiului ABC, 
izogonalele semidreptelor [AP, [BP şi [CP sunt paralele. 
 INDICAŢIE: La rezolvare punctului (i) se poate folosi relatia care face obiectul punctului 
(ii) al aplicatiei 7 şi reciproca acesteia. 
 
 Definiţia 7. Punctul Q a cărui existenţă face obiectul punctului (i) a problemei propuse 3, 
poartă numele de izogonalul punctului P faţă de triunghiul ABC. 
 
 Problemă propusă: 
 5. Fie P şi Q două puncte izogonale faţă de triunghiul ABC(v. def.7). Notăm cu Pa, Pb şi 
Pc proiecţiile punctului P pe dreptele BC, CA şi AB, iar cu Qa, Qb şi Qc proiecţiile punctului Q pe 
aceleaşi dreptele. Arătaţi că punctele Pa, Qa, Pb, Qb, Pc şi Qc sunt şase puncte conciclice. 
 INDICAŢIE: Folosiţi aplicatia 7. 
 
 Definiţia 8. Cercul care conţine punctele Pa, Qa, Pb, Qb, Pc şi Qc, care face obiectul 
problemei propuse 5, poartă numele de cercul celor şase puncte al punctelor izogonale P şi Q. 
  
 Probleme propuse: 
 6. Arătaţi că:  

a). ortocentrul H şi centrul O al cercului circumscris unui triunghi ABC, sunt două 
puncte izogonale. 

b). cercul lui EULER al unui triunghi oarecare, este cercul celor şase puncte al punctelor 
izogonale H şi O. 

7. Fie O punctual de intersecţie al diagonalelor unui paralelogram ABCD. Notăm cu M, 
N şi P proiecţiile vârfului D pe dreptele suport ale laturilor [AB], [BC] şi [AC].  Să se arate că 
punctele M, N, P şi O sunt patru puncte conciclice. 

INDICAŢIE. Notăm cu Q punctual de intersecţie al tangentelor duse la cercul circumscris 
triunghiului ABC în vârfurile A şi C. Arătaţi apoi, că punctele D şi Q sunt puncte izogonale în 
triunghiul ABC. 

 
Aplicaţia 8.  
Arătaţi că într-un patrulater inscriptibil ABCD, are loc relaţia: 

.||.||||.||||.|| BCADCDABBDAC += (“Prima relaţie a lui PTOLEMEU”) 
Soluţie: Notăm cu E punctual de intersecţie al diagonalei [AC] cu izogonala semidreptei 

[DB faţă de ADC∠ (v. fig.12). 
 Avem: 

⇒
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( ) .||.||||||.||||.||||.|| ACBDAECEBDBCADCDAB =+=+⇒ ■ 
 Observaţie: Intenţionat am dat soluţia acestei probleme, doar schematic. Invitând astfel 
elevii să refacă demonstraţia, complectând-o cu detaliile care lipsesc! 
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Fig.12. 

 Probleme propuse: 
 8. Fie P un punct al cercului circumscris unui triunghi echilateral, astfel încât punctele A 
şi P să se găsească de o parte şi de alta a dreptei BC. Arătaţi că are loc relaţia: 

.|||||| PCPBPA += (relaţia lui VAN SCHOOTEN). 
 9. Găsiţi o demonstraţie a teoremei lui PITAGORA, folosind relaţia lui PTOLEMEU (v. 
aplicaţia 8). 
 

 
ALTE PROBLEME 

 

10. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Notăm cu 1B  şi 1C  cel de al 

doilea punct de intersecţie al dreptelor AB şi AC cu cercul circumscris triunghiului OBC; 2A  şi 

2B  cel de al doilea punct de intersecţie al dreptelor CA şi CB cu cercul circumscris triunghiului 

OAB; iar cu 3A  şi 3C  cel de al doilea punct de intersecţie al dreptelor BA şi BC cu cercul 

circumscris triunghiului OAC. Arătaţi că dreptele 2 3 1 2,A A B B  şi 1 3C C  sunt concurente. 

(Olimpiadă Brazilia- 2009) 
Soluţie(v.Fig.12): 

3 3 3
3 3

3 3

3 3 3 3

| | | |

| | | |

| | | | . (1)

AA OC inscriptibil OCA OAA
OCA A BO

OA OB OAA A BO

OB OC OCB OBC

BCA A BC A B A C

− ⇒ ≡ 
⇒ ≡ 

= ⇒ ≡ ⇒
= ⇒ ≡ 

⇒ ≡ ⇒ =

� �

� �

� �

� �

� �

 

În mod analog se arată că: 2 2| | | | . (2)A B A C=  

 În fine, relaţiile (1) şi (2) ne arată că dreapta 2 3A A  este mediatoarea laturii [BC]. 

 În mod analog se arată că dreapta 1 2B B  este mediatoarea laturii [AC] şi dreapta 1 3C C  este 

mediatoarea laturii [AB]. Aşa că dreptele 2 3 1 2,A A B B  şi 1 3C C  sunt concurente în centrul O al 

cercului circumscris triunghiului ABC. ■ 
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Fig.12. 
 11. În triunghiul oarecare ABC notăm cu T punctul de intersecţie al tangente duse în 
vârfurile B şi C la cercul circumscris triunghiului; iar cu ,A B′ ′  şi C′  proiecţiile punctului T pe 
dreptele suport ale laturilor [BC], [CA] şi respectiv [AB]. Să se arate că patrulaterul TB A C′ ′ ′  
este un parallelogram. 
Indicaţie: Urmaţi sugestiile din figura 13. 
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Fig.13. 

 12. Două cercuri (O;R) şi (O’;R’) sunt secante in punctele P şi Q şi fie ABC un triunghi 
înscris în cercul (O; R). Dreptele AP, BP şi CP intersectează a doua oară cercul (O’; R’) în 

punctele A’, B’ şi C’. Să se arate că are loc relaţia: 
2

' ' '

.ABC

A B C

S R

S R
 =  ′ 

 

Indicaţie: Folosind sugestiile din figura 14, demonstraţi că triunghiurile ABC şi A’B’C’ sunt 
asemenea. 
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Fig.14. 
 



-   14   - 
Prof. Mihai Miculiţa, ORADEA. 

 13. Fie ABC un triunghi echilateral, D un punct arbitrar al laturii [BC], iar E acel punct al 
laturii [AC] pentru care are loc |BD|=|CE|. Notăm cu { } .BEADF ∩=  Arătaţi că patrulaterul 
CEDF este inscriptibil. 
 14. Fie ABCD un pătrat, E un punct arbitrar al laturii [BC] şi F acel punct al laturii [CD] 
care îndeplineşte condiţia: |BE|=|CF|. Demonstraţi că: AE⊥BF. 
 15. Fie ABC un triunghi dreptunghic în A şi D un punct arbitrar al catetei [AB]. Notăm 
cu E şi F proiecţiile vârfului A pe dreptele BC şi CD. Demonstraţi că patrulaterul BEFD este 
inscriptibil. 
 16. Fie ABC un triunghi oarecare şi D piciorul bisectoarei unghiului ∠BAC. Notăm cu E 
cel de al doilea punct de intersecţie al cercului circumscris triunghiului ADC cu dreapta AB, iar 
cu F pe cel de al doilea punct de intersecţie al cercului circumscris triunghiului ABD cu dreapta 
AC. Arătaţi că: |BE|=|CF|. 
 17. În patrulaterul ABCD, notăm cu:{ } CDABE ∩=  şi cu: { } .BCADF ∩=  Demonstraţi 
că următoarele două afirmaţii sunt echivalente: 
 (i). patrulaterul ABCD este inscriptibil; 
 (ii). Bisectoarele unghiurilor ∠BEC şi ∠CFD sunt perpendiculare. 
 18. Pe laturile unui triunghi oarecare ABC, construim în afara triunghiului, triunghiurile 
echilaterale BCD, CAE şi ABF. Notăm cu Oa, Ob şi cu Oc centrele cercurilor circumscrise 
triunghiurilor BCD, CAE şi respective ABF. Demonstraţi că triunghiul OaObOc este echilateral.  
(NAPOLEON BONAPARTE). 
 19. Pe diagonalele unui pararalelogram ABCD brept baze, construim triunghiurile 
echilaterale ACE şi BDF. Demonstraţi că dreapta EF este perpendiculară pe două laturi opuse ale 
paralelogramului. (din “Gazeta Matematică”) 
 20. În patrulaterul inscriptibil ABCD notăm cu Mab, Mbc, Mcd şi cu Mad mijloacele 
laturilor [AB], [BC], [CD] şi respectiv [AD]. Demonstraţi că: 
 (i). patrulaterul  MabMbcMcdMad este un parallelogram; 
 (ii). perpendicularele duse din punctele Mab, Mbc, Mcd şi Mad pe dreptele suport ale 
laturilor [CD], [AD], [AB] şi respectiv [BC] sunt concurente. 
 21. Fie ADC un triunghi oarecare, iar D, E şi F căte un punct arbitral dreptei BC, AC şi 
respectiv AB. Notăm cu Oa, Ob şi cu Oc centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor AEF, 
BDF şi respectiv CED. Arătaţi că triunghiul OaObOc este asemenea cu triunghiul ABC. 
 22. Fie ABCDEF un hexagon inscriptibil, în care diagonalele [AD], [BE] şi [CF] sunt 
concurente într-un acelaşi punct P. Demonstraţi că are loc relaţia: |AB|.|CD|.|EF|=|BC|.|DE|.|AF|. 
 Oare este adevărată şi reciproca? Justificati! 
 23. Fie D, E şi F picioarele înălţimilor unui triunghi oarecare ABC, duse din vârfurile A, 
B şi respectiv C. Notăm cu M, N, P şi Q proiecţiile punctului D pe dreptele AB, BE, CE şi AC. 
Demonstraţi M, N, P şi Q sunt patru puncte coliniare. 
 24. Fie P un punct arbitrar al cercului circumscris triunghiului ABC. Notăm cu A’, B’ şi 
cu C’ proiecţiile punctului P de dreptele BC, CA şi AB. Demonstraţi că punctele A’, B’ şi C’ se 
găsesc pe o aceeaşi dreaptă, această dreaptă poartă numele de dreapta lui SIMSON a punctului P 
fată de triunghiul ABC. Arătaţi că are loc şi reciproca: în cazul în care proiecţiile ale unui punct 
P, pe dreptele suport ale laturilor triunghiului, sunt trei puncte coliniare, acel punct P se găseşte 
pe cercul circumscris triunghiului ABC. 

25. (i). Fie ABCDEF un patrulater complet, demonstraţi că centrele cercurilor 
circumscrise celor patru triunghiuri ale patrulaterului sunt patru puncte conciclice (cercul lui 
MIQUEL al patrulaterului complet); 
 (ii). Demonstraţi că cercul lui Miquel trece prin punctul lui MIQUEL M. 
INDICAŢIE: Folosiţi rezultatul problemei 23 şi figura 13. 
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 26. Arătaţi că în planul unui patrulater complet ABCDEF, există un singur punct, a cărui 
proiecţii pe laturile acestui patrulater sunt 4 puncte coliniare. 
 INDICAŢIE: Folosiţi rezultatul stabilit în problema 22. 

 27. Fie ABC un triunghi oarecare şi P un punct arbitrar din planul său.  Să se arate 
că simetricele cercurilor circumscrise triunghiurilor PBC, PAC şi PAB în mod respectiv, faţă de 
dreptele suport ale laturilor [BC], [CA] şi [AB]  au un punct comun Q.(SCHOUTE) 

28. Fie ABC un triunghi ascuţitunghic. Notăm cu M şi N mijloacele înălţimilor BB1 şi 
CC1, iar cu { } { } ., 11 BBANQCCAMP ∩=∩=  Arătaţi că punctele M, N, P şi Q sunt conciclice. 

29. Fie ABCD un patrulater inscriptibil, O centrul cercului circumscris şi M punctual de 
intersecţie al diagonalelor sale. Perpendiculara dusă dusă prin punctul M, pe dreapta OM, 
intersectează dreptele suport ale laturilor [AB] şi [CD], în punctele P şi Q. Să se arate că 
punctual M este mijlocul segmentului [PQ]. (Teorema “fluturelui”) 

30. Fie O punctul de intersecţie al diagonalelor unui patrulater inscriptibil ABCD; iar U şi 
V mijloacele laturilor opuse [AB] şi [CD]. Să se arate că perpendicularele duse din punctele O, 
U şi V în mod respectiv pe dreptele AD, BD şi AC sunt concurente. (Olimpiadă, Lituania-1994) 

31. Fie ABCD un patrulater inscriptibil şi O punctual de intersecţie al diagonalelor sale. 
Notăm cu M mijlocul laturii [BC], iar cu P, Q şi cu R proiecţiile punctului O pe dreptele support 
ale laturilor [AB], [BC] şi respective [CD]. Demonstraţi că punctele M, P, Q, şi R sunt patru 
puncte conciclice! (Mihai Miculiţa, rev.”Minus”, nr.1/2008). 

32. Fie B un punct al segmentului (AC). Pe dreapta AC, drept bază construim 
triunghiurile echilaterale BCD, ACE şi ABF, astfel încât punctele D şi F să se găseasca de 
aceeaşi parte a dreptei AC, iar punctual E de cealaltă parte a dreptei AC. Notăm cu Oa, Ob şi cu 
Oc centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor  BCD, ACE şi respectiv ABF. Arătaţi că:  

(i). cercurile circumscrise triunghiurilor  BCD, ACE şi ABF au un punct comun P; 
(ii). dreptele AD, BE şi CF sunt concurente în P; 
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(iii). triunghiul OaObOc este echilateral; 
(iv). Cercul circumscris triunghiului OaObOc trece prin punctul O. (v. fig.14).  

(Olimpiada, Spania-1995). (v. Fig.14) 
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Fig.14. 

 33. Fie E şi F picioarele înălţimilor duse din vârdurile B şi C ale triunghiului oarecare 
ABC, iar M un punct arbitrar al cercului circumscris triunghiului. Notăm cu { } ,CFMBP ∩=  

{ } BEMCQ ∩=  şi cu: { } .PQEFR ∩=  Arătaţi că punctual R este mijlocul segmentului [PQ]. 
(Son Ta Hong, Hanoi-Vietnam;  rev. “Mathematical reflections”, nr.4/2008) 

 34. Fie ABCD un patrulater oarecare, O punctul de intersecţie al diagonalelor, iar M şi N 
mijloacele diagonalelor [A1A3] şi respectiv [A2A4]. Notăm cu P şi cu Q pe cel de al doilea punct 
de intersecţie al cercurilor circumscrise triunghiurilor ABO şi CDO, iar cu Q pe cel de al doilea 
punct de intersecţie al cercurilor circumscrise triunghiurilor ADO şi BCO. Să se arate că 
punctele M, N O, P şi Q sunt concivlice. (RUTTER; rev. “Mathesis”, 1886). 
 35. Fie A, B şi C trei puncte coliniare şi O un punct exterior dreptei AB. Notăm cu Oa, Ob 
şi Oc centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor OBC, OAC şi OAB. Să se arate că punctele 
O, Oa, Ob şi Oc sunt conciclice. 
 36. Fie D, E şi F punctele de tangenţă ale cercului înscris în triunghiul ABC cu laturile 
[BC], [CA] şi [AB]. Notăm cu Q cel de al doilea punct de intersecţie al dreptei AD cu cercul 
înscris. Paralela dusă prin A la dreapta BC intersectează dreptele DF şi DE în punctele P şi R. 
Arătţi că: .EQFPQR ∠≡∠  
 37. Să se demonstreze că înălţimile AHa, BHb şi CHc unui triunghi ABC sunt dreptele 
suport ale bisectoarelor triunghiului ortic. 

38. Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Prin punctele A şi B, B şi C, C şi D, D şi A 
ducem patru cercuri arbitrare; aceste cercuri se mai intersectează, două câte două, în punctele A’, 
B’, C’ şi D’. Arătaţi că punctele A’, B’, C’ şi D’ sunt conciclice.(v.fig.15) 
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Fig.15. 

 39. Fie ABC un triunghi oarecare, M, N şi P mijloacele laturilor [BC], [AC] şi [AB], iar 
G centrul său de greutate. Notăm cu Obm, Ocm, Ocn, Oan, Oap şi cu Obp cemtrele cercurilor 
circumscrise triunghiurilor GBM, GCM, GCN, GAN, GAP şi respectiv GBP. Arătaţi că Obm, 
Ocm, Ocn, Oan, Oap şi Obp sunt şase puncte conciclice.[AMM, Floor van Lamoen] 
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Fig.16. 

 40. Într-un patrulater inscriptibil ABCD, notăm cu Pab, Pbc, Pcd, Pad, Pac şi Pbd proiecţiile 
unui punct arbitrar P pe dreptele AB, BC, CD, DA, AC şi respectiv BD; iar cu P1, P2 şi cu P3 
mijloacele segmentelor [PabPcd],  [PacPbd] şi [PadPbc]. Arătaţi că punctele P1, P2  şi P3 sunt 
coliniare. (RENE BLANCHARD, Mathesis-1953, problema 3339 )(v.Fig.16).  


