TEORIANUMERELOR
»LIFTING THE EXPONENT”—,LTE ”

BREVIAR TEORETIC:

Def: Daca n este numdar natural nenul si p este prim, atunci exponentul lui_p _din descompunerea in

factori primi @ numdrului n se noteazd cu vp(n) .

Din definitie rezultd imediat ca daca p este prim si m,neN", atunci:

1. vp(n):meN*me‘n si p™/n. 2. vp(n)=0<(p,n)=1.

3. vp(p)=1, oricare ar fi numarul prim p. 4. vp(m+n)> min{vID (m);vp (n)} .

5. |vp(mn)=v,(m)+v,(n)|.

Se demonstreaza urmatoarele

PROPRIETATI: Fie neN*, p unnumar primsi x,yeZ care nu sunt divizibile prin p . Atunci:

1. |dacd p=2 si p|x—y, atunci vp(x”—y”)zvp(x—y)+vp(n) .

2. |daca p=2 si 4|x—y, atunci vz(x”—y”)zvz(x—y)+v2(n) .

3. |dacid p=2, n este parsi 2|x—y, atunci vz(x”—y”)zvz(x—y)+v2(x+y)+v2(n)—1 :

4. |daca neste impar, X+ Yy >1si p|x+y, atunci vp(x”+y”)=vp(x+y)+vp(n) .

Probleme rezolvate

1. Fie p unnumar prim, p=3 si a,beZ astfel incat pla+b si p?|a+bd. Demonstrati ca p?|a+b
sau p®|ad+bd.
Solutie:

Daca p|a sau p|b dinipoteza p|a+b rezulti imediat ca p®|a®+b>.

Fie in cele ce urmeaza p/ ab.Cum p|a+b, aplicand LTE (4) obtinem v, (a3 +b3) =Vp(a+b)+v,(3).

2009 + 2009 _ 77 .

2. Rezolvati in multimea numerelor naturale nenule ecuatia x

Solutie:

2009=72-41; cum x+y|x*°® +y?%® i x+y>1 rezultd 7|x+y.

y




Deci aplicand LTE (4) obtinem v, (x2009 + y2009 ) =V, (x+Y)+Vv,(2009), adica x2009 12009 _ 49k (x+Y),
=2

keN*, (k,7)=1. Din ecuatie obtinem k =1 si deci x*®® +y?® =49(x+y).
Perechea (1,1) nu verifica ecuatia anterioara, iar daca x>1 sau y >1, atunci evident ca

x2009 2009 49(x+y); prin urmare ecuatia nu are solutii.

3. Determinati numerele naturale a,b>1 pentru care b?|a® 1.
Solutie:

Fie p cel mai mic divizor prim al lui b si m cel mai mic numar natural pentru care p|a™ —1. Atunci
m|b si m|p-1, deci orice divizor prim al lui m 1l divide pe b si este mai mic decat p. Prin urmare
trebuie sa avem m=1.

Dacd p este impar obginem av,, (b)<v,(a-1)+v,(b), adicd a-1<(a-1)v,(b)<v,(a-1), ceea ce este
imposibil.

Asadar p=2, b este par, a este impar si av,(b)<v,(a—1)+V,(a+1)+v,(b)-1, de unde rezulta ca
a<(a—-1)v,(b)+1<v,(a—1)+v,(a+1), care este posibila daca si numai daca a=3 si v,(b)=1.

Daci notim b=2c, cu ¢ impar, relatia din enunt poate fi rescrisa sub forma 23¢%|3%° -1,

Fie g cel mai mic divizor prim al lui ¢ (evident ca q este impar ) si n cel mai mic numar natural astfel
incat ¢|3" —1. Atunci n|2c si n|q—1, de unde rezultd ca trebuie si fie 1 sau 2 (sau ¢ sa aiba un divizor

prim si mai mic, fals); asadar q|3-1=2 sau q|3?-1=8, lucru evident fals.

Concluzionam ca ¢=1 si b=2.

Probleme propuse

1. Fie k eN*. Determinati toate numerele naturale nenule n astfel incat 3¢ |2" -1.

2. Aratati ca daca 4(an +1) este cub perfect pentru orice valoare naturald nenula a lui n, atunci a=1.

3. Determinati x,yeN" astfel incat p* —yP =1, unde p un numar prim.
4. Aflati toate numerele prime p pentru care existd x,y,neN* astfel incat x> +y3=p".

nP+1 .
este numar natural.

5. Determinati n,peN", cu p prim, pentru care — .
p+

6. Fie p unnumdr prim si a,neN" astfel incat 2P +3P =a". Aratati ca n=1.

7. Fie p un numir prim. Rezolvati in multimea numerelor naturale nenule ecuatia a® —1= pk .

8. Determinati m,ne N" pentru care (n—1)+1=n".

9. Dacd neN" astfel incat 3" —2" este o putere a unui numar prim, atunci aratati ¢ n este prim.
10. Fie ne N* un numdr liber de patrate. Aratati ca nu existd x,y e N" astfel incat (x+ y)3 X" +y".

11. Aflati ne N* pentru care existd x,y,k eN*, cu k>2 si (x,y)=1 astfel incat X<+ yk=3",
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