Cateva probleme de teoria numerelor a caror
rezolvare se bazeaza pe identitati

Marian TETIVA!

Cand vorbim despre utilizarea identititilor in teoria numerelor, probabil c& ne
gandim in primul rand la ecuatii diofantice, in special la demonstrarea existentei
solutiilor unor asemenea ecuatii. De exemplu, identitatile

(m? —n?)% + (2mn)? = (m? + n?)?
si
(m? — 2mn —n?)? + (m? + 2mn — n?)? = 2(m? + n?)?
aratd ci ecuatiile 2 + y2 = 22 si, respectiv, 2 + y? = 222 au, fiecare, o infinitate
de solutii intregi. Totusi, in cele ce urmeazd, vom rezolva alte tipuri de probleme de
teoria numerelor cu ajutorul identitatilor.
Avem in minte mai ales doud identit&ti, binecunoscute cititorilor. Este vorba de

n—1 n—1 n n
(—y)(x+y)(@®+y°) (2 +y* )=2a> -y (1)
si de
n n—1 n—1 n
(@ +ay+y)(2® —ay + )t —2®y? +yh) - (2 2 Yy 4y =
=22 2y (2)

Ambele sunt valabile pentru orice numere complexe z si y (dar, desigur ci pe noi ne
vor interesa pentru numere intregi) si orice numér natural n > 1. Se justificd la fel,
prin aplicarea repetati a formulei (a — b)(a + b) = a® — b.

Problema cea mai cunoscuti care utilizeazi (1) este probabil

Problema 1. Fie n > 1 un numdar natural. Sd se arate cd numdrul N =11...1
scris in baza 10 cu 2™ cifre de 1 are cel putin n divizori primi distincti.

Solutie. Intr-adevir, avem

N = (10" = 1)/9 = (10 + 1)(10% + 1) - -- (10>" " + 1)
deci (1) ne permite s& scriem pe N ca produsul a n numere; dacd reugim si ardtdm
cd acestea sunt prime intre ele doud cate doud problema ar fi rezolvatd, deoarece
fiecare din aceste n numere ar aduce (cel putin) un factor prim in descompunerea lui
N ca produs de numere prime. _ _

Avem, pentru 0 < i < j, ci 10%" + 1 divide pe 10*’ — 1 (tot pe baza identit#tii
(1)), deci dacd d este un divizor comun pentru 10%° + 1 si 10%" 4 1, atunci d este
divizor i al lui 2 = 10* + 1 — (10* —1). Cum d este impar, rezults d = 1 si solutia
se incheie.

Problema care urmeazd a apdrut acum ceva vreme in Recreatit matematice, nr.
1/2005, pag. 42, Problema 2, cl.a X-a, Lucian Tutescu.

Problema 2. Ezxistd o infinitate de numere n €N astfel incat n*+ntl divide pe n!.

Solutie. Si pornim de la un caz particular al identitatii (2):

m®+mt+1=m>+m+1)(m?> —m+1)(m* —m? +1)
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si sd observam cd avem

m>—m+l<m?+m+l<m*—m?+1<m?

pentru orice numir natural m > 2. Aceste inegalititi aratd ci (m?*)! se divide cu
(m?+m+1)(m? —m+1)(m* —m? +1), deci cu (m*)? +m* + 1 pentru orice m > 2
numir natural. Problema este asadar rezolvatd: putem alege n = m*, m > 2. (De
exemplu, 16! se divide cu 162 + 16+ 1 =T7-3-13; de fapt, n = 16 este cel mai mic
cu proprietatea din enunt.)

O problem3 aseman#toare a apdrut mai demult in American Mathematical Monthly:
Problema 3. Ezistd o infinitate de numere n €N astfel incat n’>+1 divide pe n!.
Solutie. De data asta ne vom folosi de identitatea

4m* 4+ 1= (2m? —2m + 1)(2m? + 2m + 1),

unde vom incerca sd mai descompunem gi cel de-al doilea factor. Pentru asta si
observam c&

4m? +4m+2=2m+1)2 +1=2p*> = 2m? + 2m + 1 = p°,
dacd 2m + 1 si p sunt solutii ale ecuatiei 22 — 2y = —1.

Dar acest lucru este cunoscut: ecuatia mentionatd are, intr-adevér, o infinitate
de solutii. Mai precis, daci notfm z + yv2 = (1 4+ v/2)%**1, cu z;, si y, numere
naturale, atunci avem si zj — yr V2 = (1- \/§)Qk+1, deci

i =2y = (2 +yeV2) (2 —yeV2) = (1 +V2)(1 = V2))MH = (1) = -1
pentru orice k; de exemplu, primele trei solutii (care corespund lui & = 0, k = 1,
respectiv k = 2) sunt (1,1), (7,5) si (41,29). In plus, se aratd destul de usor ci xy
este impar pentru orice k.

Atunci, este suficient si alegem perechea (2m + 1,p) ca fiind una dintre solutiile
(21, yx) ale ecuatiei 22 — 2y? = —1, pentru a avea

(2m?)? +1 = (2m? — 2m + 1)p*.
In aceste conditii,
4mt 4+ 1= (2m? —2m + 1)p* > 17p* > 16p* + 1,
dacd m este suficient de mare (ceea ce se poate, deoarece sirul (zj) tinde la oo;

de fapt, pentru k > 2, avem m = (z — 1)/2 > 20, ceea ce asigurd valabilitatea
inegalitdtii care ne trebuie), de unde obtinem
m?>2p=2m?—2m+1>m? > 2p.

Astfel ¢ 2m? > 2m? — 2m + 1 > 2p > p, deci produsul (2m?)! contine factorii
(distincti) 2m? — 2m + 1, 2p si p, deci se divide cu (2m? — 2m + 1)p? = (2m?)? + 1;
prin urmare sunt solutii toate numerele n = 2m?, unde m = (zy — 1)/2, k > 2.

Se poate vedea prin calcul direct i solutia cea mai mici este n = 18 (18! se divide
cu 182 +1 = 52-13). Aceast# solutie face parte din sirul de mai sus; se obtine pentru
k=1, cand m = 3 i p = 5 (inegalitatea 2m? — 2m + 1 > 2p are loc si in acest caz,
chiar dac# nu are loc m? > 2p).

Problema 4. Pentru un numdr natural n > 2 notam cu h(n) cel mai mare
divizor prim al lui n. Sd se arate cd existd o infinitate de numere n astfel incdt
h(n) < h(n+1) < h(n+2).
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Solutie. De astd datd, pe langd identitatea (2), vom folosi gi o idee ceva mai
subtild. Anume, s fixdm un numér prim impar p si si observiam ci, la fel ca la
Problema 1, oricare dou& dintre numerele

P14+ 1,02 1,

au cel mai mare divizor comun 2. De aceea existd unul dintre ele care are méacar
un factor prim mai mare decat p. S& considerdm primul dintre aceste numere, adica
fie k acel numéir natural pentru care h(ka +1) > psi h(p? +1) < p pentru j =
1,2,...,k — 1 (clar, nu putem avea h(p?>" + 1) = p, deoarece nici unul dintre aceste
numere nu poate avea factorul p). Numéirul n = p2k — 1 are atunci proprietatea din
enung. Intr-adevir, h(n + 1) < h(n + 2) inseamns p < h(p® + 1), deci rezulti din
alegerea lui k; si tot din alegerea lui k rezultd si cealaltd inegalitate, deoarece

hp? — 1) =h((p—Dp+D@E*+1)-- > +1)) =
= max{(h(p — 1), A(p + 1), A(p* + 1),...,h(p»* +1)} <p.

Astfel vedem ci pentru fiecare numér prim impar p existd un numér intreg pozitiv
k astfel incat n = p* — 1 si aib4 proprietatea h(n) < h(n + 1) < h(n + 2), q.e.d.

Exercitii pentru cititor.

Problema 5. Fie a,b,c numere intregi astfel incat ab nu este pétrat perfect si
a,b sunt pozitive. Ar#tati ci dacd ecuatia ax® — by? = c are o solutie in multimea
numerelor intregi, atunci ea are o infinitate de asemenea solutii.

Problema 6. Si se dea o altd solutie Problemei 3 folosind identitatea

(422 — 22 4+ 1)? +1 =242 + 1)(22% — 2z + 1).
Verificati aceastd identitate!
De asemenea, puteti obtine o solutie a problemei folosind identitatea

P+ D)(z+1)2+1) = (@ +z+1)2+1.

Problema 7. Fie p > 0 un numéir prim. S& se arate cd din oricare 2p — 1 numere
intregi x1,...,%2p—1 Se pot alege p a céror sumé se divide cu p.

Indicatie. Aceasta nu e o problemd ugoard. De fapt ea este valabild pentru orice
numir natural n (adicd din oricare 2n — 1 numere intregi 1, ..., T2,—1 se pot alege
n a ciror sumd se divide cu n) si in aceastd form# se numeste teorema Erdos-
Ginzburg-Ziv (a fost pentru prima datd demonstrati de cei trei matematicieni in
1961). Se poate ardta cil acest enunt are proprietatea de multiplicativitate, in sensul
cd dacd este adevdrat pentru n = a i n = b, atunci este adevirat si pentru n = ab
(a se vedea cartea lui Horea Banea de Probleme traduse din revista Kvant); prin
urmare demonstrarea sa pentru n numdr prim ii asigurs valabilitatea pentru orice n.
Si ajungem acum si la indicatia promisa: utilizati identitatea

Sttt =D (@t mp )P ()P Cab =0
pentru care se poate consulta, de exemplu, Ioan Tomescu, Probleme de combi-

natoricd i teoria grafurilor, E. D. P., Bucuresti, 1981. Sumele se fac dupa toate
posibilitatile de a alege din cele 2p — 1 numere cate p, p— 1, ..., respectiv cate unul.
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