Cateva aplicatii ale teoremei lui Casey
Marius PACHI TARIU!

O generalizare remarcabild a teoremei lui Ptolemeu este teorema lui Casey. Se
numeste distantd tangentiald dintre cercurile C; si Co, notatd dis, lungimea tangentei
lor comune exterioare.

Teorema lui Casey. Dacd cercurile Cq, Co, C3, C4 sunt tangente (ltoate in-
terior sau toate exterior) la cercul C, ordinea punctelor de tangenid fiind datd de
numerotarea acestor cercuri, atunci are loc relatia:

dy2 - dga + daz - dg1 = di3 - daa.

Rezultatul rdméne adevirat dacii cercurile C; (toate sau o parte din ele) de-
genereazd in puncte sau dacd cercul C devine dreapta.

Aplicatia 1. Fie ABC un triunghi inscris in cercul C gi cercurile C1, Cy, C3
tangente la C interior precum si laturilor (BC), (CA) si respectiv (AB) astfel incdt
A si C1, B gi Co, C si C3 sd fie de parti diferite fatd de BC, CA, respectiv AB.
Notam cu ly, 1,13 lungimile tangentelor din A, B, C' la cercurile Cy, Co, respectiv Cs.
Are loc echivalenta:

b+c I c+a ; a+b

9 ) U2 2 y 13 = .

Solutie. Observdm mai intai cd Cy, Co, C3 sunt tangente

la laturi in mijlocul acestora. Aplicand teorema lui Casey

pentru cercurile C si A, Co, Cq, C3; C ¢i B, C3, Ca, Cq; C si
C, Cy, C3, Cy, obtinem:

dio=doz3 =d31 & 11 =

b c c a a b
§d13+§d12 =l1do3, §d12+§d23 =lady3, §d23+§d13 =l3dys.

Din acestea, rezultd imediat implicatia "=-". Invers, dupi
+c

inlocuirea lui [y cu etc., aceste relatii se scriu:

b(dig—das) = c(das—di2), c(dia—di3) = a(diz—da3), a(daz—di2) = b(dia—di3),
dio — di3 _ do3 — dia _ di3 — das _ 0

' a b c a+b+c

(suma numaratorilor fiind nulé). Deducem c& d12 *d13 = 0, d23 *dlg = 0, d13 *dgg :O,

deci d12 = d23 = d31, qed

i.e

-~

Aplicatia 2. Fie ABC un triunghi inscris in cercul C si cu m(A) = 60°. Fie
C'(O',R") cercul tangent la C interior si la laturile [AB] si [AC]. Sd se arate cd

R = =r, unde r este raza cercului inscris tn triunghiul dat.
Solutie. Fie {X}=ABNC', {Y}=ACNC' gil = AX =
= AY = XY (AAXY este echilateral, cici m(zzl\) = 60°).
Relativ la C si cercurile A, C, C’, B aplicim teorema lui
Casey:
blc—=)+c-1)=al,
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1.

2.

2bc bc  be 2bc 4

de unde obtinem ci [ = P = _p = —Sr = besn A r= —\/gr. Pe de altd parte,
XY l
= / = — = / = —=T.
0'X Im60° 3 Ca urmare, R 3r

Aplicatia 3. Cercurile C; (O;,1;), i = {1,2,3,4} sunt tangente (in ordinea nu-
merotarii) la cercul C(O,r) gi, pentru orice i € {1,2,3,4}, C; este tangent la C;—1
§i Civ1 (C_1 fiind Cy4, iar Cs fiind C1). Atunci, in conditia cd punctele O, Oq, O3
cdt i O, O3z, O4 sunt coliniare, avem:

a) 4rirarsry = (r—r1) (r —r2) (r —r3) (r —r4), dacd C; sunt tangente interior
la C;

b) drirorsry = (r+m11) (r+r2) (r+7r3) (r+r4), daca C; sunt tangente exterior
la C.

Solutie. Se stabilegte ugor c& doud cercuri de raze a
si b tangente exterior au lungimea « a tangentei comune
exterioare datd de d = 2v/ab. Ca urmare, teorema lui Casey
ne conduce la relatia:

l li \
2\/7'11"2 2\/7'3T4+2\/T2T3 2\/7"11"4—(113 d24 \ S 0, /

Datoritd coliniaritatii punctelor O, 01 O3, avem d3; =
=(2r—nr —7“3)2 (r —7‘3) ,adlcad Ta=4(r—mr1)(r—r3);
analog d3, = 4 (r — r3) (r —r4). Inlocuind in relatia prece-
dent# obtinem formula de la punctul a). Punctul b) se dovedeste in mod asem&nitor.

Aplicatia 4. Fie dat un cerc C si pe el punctele A si B. De o parte gi de alta
a dreptei AB consideram cercurile Cy, Co tangente interior la C si tangente coardei
[AB] in punctele X gi respectiv Y. Sd se determine pozitia punctelor X i Y pe AB
pentru care dip = §AB.

Solutie. Cu teorema lui Casey aplicatd lui C si cer-
curilor Cq, A, Cy, B, obtinem AX-BY +AY -BX = AB-d;s.
Conditia din enunt este echivalents cu

AX~BY+AY~BX:%AB~AB<:>
& 2AX - BY +24Y - BX = (AX + BX) - (AY + BY) &
& AX -BY +AY -BX — AX - AY —BX -BY =0 &
& (AX — BX) - (BY — AY) =0 & AX = BX sau AY = BY,

adicd unul dintre punctele X si Y trebuie s fie mijlocul coardei [AB] (celilat putand
fi oriunde pe [AB]) pentru a fi indeplinitd conditia problemei.
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