Ordinul unui numar modulo n
loan Laurentiu Ploscaru

Voi incepe aceast articol cu niste rezultate cunoscute.
DEFINITIE: Indicatorul lui Euler, notat cu ¢(n) unde n € N*, reprezintid numdrul de numere mai
mici sau egale cu n §i prime cu acesta.
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Acesta se calculeazd dupa formula p(n) = n - (1 — ) : <1 - > Ce <1 - > unde
D1 P2 Pr
n=pi*-p5? - ... ¥, p1,p2, ..., pi fiind numere prime distincte, iar a1, as, ..., ay € N*.

TEOREMA lui EULER: Daci a,n € N* cu (a,n) = 1, atunci are loc relatia o™ = 1 (mod n).
Consecinti: Sd observdm cd pentru un numdr prim p avem ¢(p) = p — 1, prin urmare avem

relatia a1 = 1 (mod p) pentru a,p € N* cu p prim si (a,n) = 1. (Teorema lui Fermat)

Nu am demonstrat rezultatele de mai sus, deoarece nu sunt decat o introducere pentru ceea
ce urmeazd. Ne punem problema ce numere m verificd relatia o™ = 1 (mod n) unde (a,n) = 1.
Ei bine, sunt o infinitate de astfel de numere, de exemplu toti multipli lui ¢(n). Dar mai exista
si altele? Raspunsul este da, unele chiar mai mici decat p(n).

Mai departe, voi vorbi despre cel mai mic dintre acestea.

DEFINITIE: Fie a,n € N*, n > 1 cu (a,n) = 1. Ordinul lui a modulo n sau gaussian, notat
cu v (a), reprezinti cel mai mic numiir natural nenul k pentru care a* = 1 (mod n).

Putem considera de exemplu puterile consectutive ale lui 2 modulo 7. Obtinem congruentele
21 =2 22=4, 23=1, 24, =2, ..., prin urmare ordinul lui 2 modulo 7 este 3, adicd y7(2) = 3.

Sa observam cd doi intregi care au acelasi rest modulo n, au si acelasi ordin modulo n,
deoarece pentru a = b (mod n) avem a* = b* (mod n).

De asemenea, conditia (a,n) = 1 este absolut necesara. Daca (a,n) > 1, atunci (a¥,n) > 1,
ceea ce reprezintd o contradictie fiindca relatia a* = 1 (mod n) implica (a*,n) = 1. Deci in
cazul in care (a,n) > 1, y,(a) nu existd. Prin urmare, oricAnd se va face referire la ordinul lui a
modulo n, se va intelege automat cd (a,n) = 1.

TEOREMA 1: Fie k = y,(a) sit € N*. Atuncia® =1 (modn) & k| t.

Demonstratie: S3 presupunem mai intai cd ¢:k, prin urmare ¢t = ks, s € N*. Avem deci
relatia a' = (a¥)* = 1° = 1 (mod n). Acum, trecem la partea in care avem a’ = 1 (mod n). Fie
¢,r €Ncu0<r<kai t=qgk+r. Avem astfel a’ = (a*)?-a". Deoarece a' = a* =1 (mod n),
obtinem cd a” =1 (mod n),insd 0 < r < k, iar datoritd minimalitdtii ordinului trebuie ca r = 0.
Mai departe ¢ = ¢k, deci k | ¢, iar teorema este demonstrata.

Teorema 1 ajutd la gasirea lui 7, (a), deoarece in loc sa incercdm toate puterile lui a, putem
lua doar divizorii lui ¢(n) sau ai altui b € N* pentru care a’ = 1 (mod n).



De exemplu, sd-1 gasim pe v13(2). Deoarece ¢(13) = 12, v3(2) € {1,2,3,4,6,12}. Din
congruentele 22 = 4, 23 = 8, 2* = 3, 206 = 12, 212 = 1, se observa usor cd 713(2) = 12, de
asemenea am incercat doar 6 numere in loc de 12, deci ne-am usurat munca.

Sd nu facem insd greseala de a afirma ca pentru orice divizor d al lui ¢(n), exista a a.i.
Tn(a) = d. Un exemplu este n = 12 cu ¢(12) = 4. S4 observam cd nu existd a pentru care
Yn(a) = 4, fiinded 12 = 52 = 72 = 112 = 1 (mod 12).

TEOREMA 2: Dacii a** = —1 (mod n), atunci y,(a) = 25+1.

Demonstratie: Deoarece a2 = —1 (modn) = ' = 1 (mod n), prin urmare v, (a) | 22,
S& presupunem acum c& 7y, (a) < 281, atunci v, (a) =2, b€ Ncub < k. Fiek = b+ ¢, c € N*.
Avem atunci a?” = (a2")2° = 12° = 1 (mod n), contradictie! Deci v, (a) = 21,

TEOREMA 3: Dacii 7y, (a) = k, atunci a' = a’ (mod n) < i = j (mod k) pentru orice i, j € N*.

Demonstratie: Sa presupunem mai intai ca a’ = a' (mod n) cui > j. Deoarece (a,n) = 1,
relatia data se rescrie a'~/ = 1 (mod n). Conform Teoremei 1 avem k | i — j, adicd i = j (mod k).

Acum, sd presupunem cd i = j (mod k) cui > j. Atunci vom avea i = j + gk unde ¢ € N.
Mai departe a’ = (a¥)? - a’ = 1% - @/ = o’ (mod n), deci am obtinut ceea ce ne-am dorit.

Consecinti: Numerele a,a?, ..., a"®) dau resturi diferite doud cate doud mdoulo n.

S4 demonstrdm aceasta. Fie k = 7,(a). Alegem i,j € {1,2,....k} ai o' = o/ (mod n).
Atunci, conform Teoremei 3, i = j (mod k), dar 1 <i,j < k, prin urmare i = j.

Probabil cititorul si-a pus deja urmdtoarea intrebare: Este posibil oare sd exprimam ordinul
unei puteri a lui a in functie de ordinul lui a? Réspunsul se afld in urmatoarea:
TEOREMA 4: Daci v,,(a) = k, iar h € N*, atunci , (a") = -~

(k)
Demonstratie: Fie d = (h,k). Putem scrie h = hid, k = kid cu hy,k; € N*, (hy, k1) = 1.
Evident (a")f1 = (aM%)*/? = (a¥)" = 1 (mod n). Daca ludm r 'yn( ), atunci conform
Teoremei 1 obtinem r | k1. Pe de altd parte, deoarece k = v, (a), relatia a" = (a")" =1 (mod n)

implica hr: k, cu alte cuvinte kid | hydr sau ki | hyr. Ins (ki,hy) = 1, prin urmare k; | . Mai
sus am aratat cd r | k1, deci r = k; = k/d, iar demonstratia e completa.

Consecinti: Fie k = v, (a), iar h € N*. Atunci k = v, (a") < (h, k) =

Sd vedem acum un exemplu pentru aceastd teoremd. Din exemplul precedent §tim ca
12713(2), in timp ce v13(22) = 6, iar v13(23) = 4. Este usor de verificat cd 6 = 12/(2,12) si
4 =12/(3,12). De asemenea 12 = v;3(2¥) unde k € {5,7,11}.

DEFINITIE: Numdirul natural a < n se numeste raddcind primitivd a lui n daci vy, (a) = p(n).
De exemplu 3 este o raddcind primitiva a lui 7, fapt aratat de urmatoarele congruente mo-
dulo7:3'=1,32=2,3=6,31=4,3"=5,3°" =36 =1.

TEOREMA 5: Fie a,n € N* cu (a,n) = 1, iar ay, ag, ..., ay(n) humerele naturale mai mici decit n
si realtiv prime cu acesta. Dacd a este o riddcind primitiod a lui n, atunci numerele a, a, ..., a?™ day
aceleasi resturi modulo n ca numerele a1, as, ..., Qy(n), MU Neapdrat in aceeagi ordine.



Demonstratie: Deoarece (a,n) = 1, avem (a¥,n) = 1 pentru orice ¥ € N*. Prin urmare

fiecare dintre numerele a, a2, ..., a¥(™) este congruent cu un a;, ¢ € {1,2,3,...,(n)}. Dar cele
©(n) numere din multimea {a, a?, ..., a?™} dau resturi diferite doua cate doud mdoulo n con-
form consecintei Teoremei 3. Asadar, resturile acestora modulo n sunt numerele ay, a, ..., ay(y)-

Conform celor ardtate mai sus, dacd un numar are raddcini primitive, putem stabili exact
numadrul acestora. Are loc urmatoarea:

Consecinta: Dacd n are mdcar o riaddcind primitivd, atunci are exact ¢(p(n)) rdddcini primitive.

Demonstratie: Sa presupunme cd a este o rdddcind primitiva a lui n. Din Teorema 5 de-
ducem c& orice altd rdddcind primitiva a lui n este restul unuia dintre numerele a, a?, ..., a?™),
Este deci suficient sa vedem pentru cate dintre acestea avem 7, (a*) = ¢(n). Insa conform Teo-
remei 4, numarul acestora este egal cu numarul de valori ale lui k € {1,2, ..., o(n)} pentru care
(k,p(n)) = 1. Acestea sunt in numar de p(¢(n)), deci n are p(¢(n)) radacini primitive.

Sd vedem acum un exemplu pentru cele demonstrate mai sus. Sa ludm a = 2sin = 9, iar
©(9) = 6. Sd observam ca 2! =2, 22 =4, 23 =8, 2 =7, 25 = 5,206 = 1. Deci 2 este o radacina
primitiva a lui 9, iar intr-adevar primele 6 puteri ale lui 2 dau resturile 1,2,4,5,7,8 modulo 9,
care sunt numerele prime cu 9 mai mici decét acesta.

De asemenea, trebuie sd avem ¢(¢(9)) = ¢(6) = 2 rdddcini primitive ale lui 9. Una este 2,
mai trebuie sd o gdsim pe cealalts. Evident aceasta nu este 1 sau 8, nici 7 fiindcd 7° = —2% = 1.
O verificare directd a valorilor ramase ne arata ca aceasta este 5.

Mai departe voi prezenta cateva probleme rezolvate, pentru a ardta utilitatea acestor notiuni.

Problema 1. S se gdseascd toate numerele prime p, ¢ pentru care pq | 2P 4 29.

Solutie: S4 presupunem ci p > ¢. Dacd ¢ = 2, atunci relatia din ipoteza se rescrie p | 2-+2P~L.
Observam cd p = 2 verifica, iar pentru p > 3 avem 2°~! = 1 (mod p), decip | 3 = p = 3.

In continuare presupunem ca p,q # 2. Existd atunci k,l,m,n € N* cu m,n impare a.i.
p—1=2"n,iarq—1=2F.m. Deoarece pq | 2P + 29, deducem ca 0 = 2P 4 27 = 2+ 2P (mod q),
deci 27~1 = —1 (mod q) sau (22l)” = —1 (mod q) = 22 = 1 (mod q) = 74(2) = 2!*1. Insa
74(2) | o(q) = 21 | ¢ — 1, adicd 21 | 2% . m, deunde I + 1 < k.

fn mod analog obtinem k + 1 <, de unde contradictia k +1+2 < k4.

Conchidem ca solutiile problemei sunt (p, q) € {(2,2);(2,3);(3,2)}.

Problema 2. S se arate cdn { 2"~ ! + 1 oricarear fin € N, n > 2.

Solutie: Sa presupunem ca existd un astfel de n si fie n = p{* - p5? - ... - p?* descompunerea
sa in factori primi. Este evident cd un astfel de n ar trebui sd fie impar. Atunci existd m € N*
ad. p; =1 (mod 2™) pentru orice i = 1,7 si existd un indice j pentru care p; # 1 (mod 2™+1).

Deoarece p; = 1 (mod 2"™) pentru oricei = 1, r, obtinemcan = 1 (mod 2™), decin—1 = 2™t
cut € N*. Avemp; | n | 2771 +1=22""4 1. Notand cu s = 2! avem ci s*" = —1 (mod p;) =
Vp; () = 2™F1 Insd 7, (s) | ¢(p;), adicd 2™+ | p; — 1, contradictie!

In concluzie, nuexistin € N, n > 2ai n | 2" +1.




Probleme propuse

Fiea € N, a > 1. Aratati cd n | ¢(a” — 1) pentru orice n € N*.
Determinati n € N pentru care: a) 11 | 5™ +7"; b) 37 | 5™ + 7",

Determinati € N pentru care 22% = 3 (mod 13).

LA\

Fiea,n € N*sip > 2 prim cu (a,p) = 1 ai p | a" + 1. Notdm cu ¢ = vp(a) si fie j € N*
minim pentru care p | @’ + 1. Sa se arate cd ¢ este par si i = 2j.

5. Sd searatecdn{2” — 1 pentruoricen € N, n > 2.

6. Sd se arate cdn {3" — 2" pentru oricen € N, n > 2.

7. Fie p prim, iar a o rdddcind primitiva a lui p. Aratati cd macar unul dintre numerele a si
a + p este rddacind primitiva a lui p2.

8. Determinati n € N* pentru care n? | 2" + 1.

9. Demonstrati cd existd o infinitate de numere n € N pentru care n? | 3" + 2",

10. Sa se gdseascd toate perechile de (n,p) € N x N ai p este numdr prim cu n < 2p, iar
numerele n, p verifica relatia n?~* | (p — 1)" + 1.

Acest articol reprezintd doar o introducere in domeniu. Sper ca exemplele prezentate sa
fi convins elevii doritori de a face performantd la olimpiadele scolare sau pe cei pasionati de
matematicd de utilitatea acestor notiuni si cd aticolul de fatd le va deschide interesul pentru a
aprofunda aceastd frumoasa tema ce are multe alte lucruri interesante de aflat.
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