Problema 1. Numerele reale a, b, ¢, d satisfac simultan egalitatile
abc —d =1, bed —a =2, cda — b= 3, dab — c = —6.
Aratati ca a +b+c+d # 0.
Solutie. Presupunem a + b+ ¢+ d = 0. Atunci
abc + bed + cda + dab = 0. (1)

Daca abed = 0, atunci unul dintre numere, sa spunem d, trebuie sa fie 0. In acest
caz abc = 0, si astfel cel putin doua dintre numerele a, b, ¢, d vor fi 0, contrazicand
una din relatiile date. Asadar abed # 0 i, din (1),
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Rezulta ca (a + b)(b + ¢)(c¢ + a) = 0, ceea ce este imposibil (de exemplu, daca
a + b = 0, adunand a doua si a treia din egalitatile date, am obtine 0 = 2 + 3,
contradictie). Asadar, a +b+ c+d # 0.

Problema 2. Gisiti toate numerele intregi n, n > 1, astfel incat n - 2"t + 1 sa
fie patrat perfect.

Solutie. Raspuns: n =0si n = 3.

Evident n2"*! + 1 este impar, deci, dacd acest numér este patrat perfect, atunci
n2" +1= 2z 4+ 1), z €N, de unde n2" ' = z(z + 1).

Numerele x gi x 4+ 1 sunt prime intre ele, deci unul dintre ele trebuie sa fie divizibil
cu 2”1 ceea ce inseamna ca celilalt poate fi cel mult n. Asta arata ca 2" ' < n+1.
O inductie ugoara arata ca inegalitatea de mai sus este falsa pentru orice n > 4,
iar o verificare directa arata ca singurele valori convenabile in cazul n < 3 sunt 0
si 3.

Problema 3. Fie AL si BK bisectoarele unghiurilor triunghiului neisoscel ABC
(L apartine laturii BC, K apartine laturii AC'). Mediatoarea segmentului BK
intersecteaza dreapta AL in punctul M. Punctul N apartine dreptei BK astfel
incat dreapta LN sa fie paralela cu dreapta M K. Demonstrati ca LN = N A.

Solutie. Punctul M se afla pe cercul circumscris AABK (caci AL si mediatoarea
lui BK trec prin mijlocul arcului BK al acestui cerc). Atunci ZCBK = ZABK =
AMK = Z/NLA. Asadar ABLN este inscriptibil, deci /ZNAL = /NBL =
ZOBK = ZNLA. Rezulta ca LN = NA.



Problema 4. Un dreptunghi de tipul 9 x 7 este pavat cu doua tipuri de piese ca
cele de mai jos (piesele sunt compuse din trei, respectiv patru patrate unitate, iar
piesele de forma L pot fi rotite in mod repetat cu 90°).

Fie n > 0 numarul de piese de tipul 2 x 2 ce pot fi utilizate pentru o astfel de
pavare. Gasiti toate valorile pe care le poate avea n.

Solutie. Raspuns: 0 si 3.
Fie x numarul pieselor de tip L si ¥ numarul pieselor de tipul 2 x 2. Marcam 20
de patrate ale dreptunghiului, ca in figura de mai jos.
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Evident, orice piesa acopera cel mult un patrat marcat.

Astfel, z +y > 20 (1) deci 3z + 3y > 60(2). Pe de alta parte, 3z + 4y = 63 (3).
Din (2) si (3) rezulta y < 3, iar din (3), 3 | v.

Rezolvarea se incheie daca producem pavari cu 3, respectiv 0, piese 2 X 2:




