PROBLEMA LUI FROBENIUS

lectie tinuta de Andrei Eckstein,
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TEORIE:

Fie a,b € N, (a,b) = 1. Se pune problema determinarii multimii ,,francaturilor”,
adica a elementelor multimii F' = {ma + nb | m,n € N}. Numerele naturale care
nu apartin multimii /' le vom numi ,,non-francaturi”.

Denumirea provine de la faptul ca problema poate fi reformulata astfel: dispunand
de o cantitate nelimitata de timbre de valori a si b si loc infinit pe plic, ce valori
pot totaliza timbrele puse pe plic?

Teorema 1: Vt e N, dm,n € Z : t = ma + nb.
(Demonstratie: refacand in sens invers pasii algoritmului lui Euclid)

Observatie: t = ma +nb=t= (m+ kb)a+ (n — ka)b, Vk € Z
Mai mult, daca (mg,ng) € Z x Z este o solutie oarecare a ecuatiei t = am + bn,
atunci multimea solutiilor este {(mgy + kb, ng — ka) | k € Z}.

Teorema 2: Vt € N, 3!(my,ny) € {0,1,...,0—1} X Z: t =mua+ nyd.
(scrierea ,,canonica”)

Teorema 3: t € FF<n, >0
Teorema 4: t >a(b— 1)+ (-1)b=ab—a—-b=te F

Teorema 5: ab — a — b este cea mai mare non-francatura.

Dintre numerele 0,1,...,ab — a — b exact jumatate sunt francaturi.

Mai mult, dintre numerele k gi ab—a—b—k (k=10,1,...,ab—a —b), exact unul
este francatura.

Demonstratie: Daca avem k = mya + nib este scrierea canonica a lui k, atunci
ab—a—b—k=((b—-1—my)a+(—np—1)b. Cum b—1—my € {0,1,...,b—1}, de-
ducem ca aceasta este scrierea ,,canonica”’. Evident, dintre numerele n; si —1 — ny,
exact unul este natural.

Probleme similare se pot considera si pentru mai mult de doua valori a,b. De
exemplu, pentru 3 numere, forma cea mai cunoscuta a problemei este urmatoarea:

The Chicken McNuggets Problem. La McDonald’s se pot comanda Chicken
McNuggets in cutii de 6, 9 si 20. Care este cel mai mare numar de nuggets pe care
nu il poti primi indiferent de combinatia de cutii pe care le comanzi? !

In general, pentru n numere, problema ii este atribuita lui Frobenius si are urmatorul
enunt;:

n realitate, prin introducerea pachetului cu 4 nuggets, datele problemei s-au schimat. Care
este raspunsul la noua problema?



Problema lui Frobenius. Fiind date numerele naturale nenule z1, zo, ..., z,, cu
cmm.d.c.(xy, zg,...,x,) = 1, aflati cel mai mare numar natural care nu se scrie
ca a1xy + asxo + ...+ apx, CU Ay, as, ..., a4, € N,

Observatie: Ce se intampla daca d = cm.m.d.c.(zq, 2o, ..., z,) > 17 Este evident
cat=ajry + asxs + ...+ a,r, va fi multiplu de d oricare ar fi ay,as,...,a, € N.
Notand % = y;, cmm.d.c.(y1, Y2, - .., Yn) = 1 si problema revine la a-1 scrie pe
fl = a1y1 + asys + ... + a,¥yn, adica se reduce la problema lui Frobenius. Practic,
am schimbat doar ,,unitatea de masura” (in loc de 1 am luat d).

APLICATII

1. Pentru ce numere naturale n exista numere naturale x i y astfel incat n =
4z + by? Justificati raspunsul.

Solutia 1: O aplicatie imediata a teoriei de mai sus: mai intai convin toate nu-
merele mai mari ca 4 -5 —4 — 5 = 11; apoi, dintre numerele de la 0 la 11, exact
jumatate se scriu. Acesteasunt: 0=0-4+0-5,4=1-440-5,5=0-4+1-5,
8=2-440-5,9=1-441-55110=0-4+2-5.

Solutia 2: In situatii concrete se poate imagina si o tratare pe cazuri: orice
numar de forma 4k = k-4 4 0 -5 se scrie sub forma dorita; numerele de forma
4k+1 = (k—1)-441-5 se scriu sub aceasta forma daca k # 0; numerele de forma
4k +2 = (k—2)-442-5 se scriu sub forma 4x + 5y daca k > 2; in fine, numerele
de forma 4k + 3 = (k — 3) - 4 4+ 3 - 5 sunt de forma dorita pentru k& > 3. Singurele
numere care nu au proprietatea din enunt sunt asadar 1;2,6;3,7,11.

2. Care sunt numerele naturale care nu se scriu sub forma 12a + 15b, a,b € N?

Raspuns: Nu putem aplica orbeste teoria pentru ca numerele a = 12 i b = 15 au
cm.m.d.c.(a,b) = 3. Mai intai, toate numerele care nu sunt divizibile cu 3 nu au
0 asemenea reprezentare. Sa vedem care sunt multiplii lui 3 care nu se scriu sub
aceasta forma. 3z = 12a + 15b revine la x = 4a + 5b, adica , aga cum am vazut la
problema precedenta, = € {1,2,3,6,7,11}, deci 3z € {3,6,9, 18, 21, 33}.

3. Fiea,b € N* (a,b) = 1. Cate numere nu se scriu sub forma ma-+nb, m,n € N*?

Solutia 1: Mai intai convin toate non-francaturile, in numar de % Dintre

francaturi, avem numerele de forma Oa + nb cu n € {0,1,...,a} si cele de forma
ma+ 0b cum € {0,1,...,b}. Numerele 0 si ab fiind considerate de cate doua ori,
totalul este @=HO=D 4 4 4 p = (DD

2 2 -

Solutia 2: Vom demonstra ca t € F* = {ma+nb|m,ne N} &t—a—beF.
Afirmatia este ca si evidenta daca ne gandim la pusul timbrelor pe plic.

Daca t € F* atunci t = ma +nb, m,n € N*, decit —a — b= (m —1)a+ (n — 1)b,
cum—1, n—1€eN, adicat—a—0be F.

Reciproc, daca t —a — b € F, atunci t —a — b = ma + nb, m,n € N, deci
t=(m+1a+ (n+1)b,cum+1, n+1eN* adicat e F*.



In concluzie, t ¢ F* & t—a—b¢ F < t—a—b < 0saut—a—benon-francaturi.

(a—1)(b—1) _ (a+1)(b+1)
Avem a + b+ 5 = 5

aselnenea numere.

4. Avem un numar nelimitat de timbre in valoare de 134, 135, ..., 142 si 143
centi. Determinati cea mai mare valoare (in centi) care nu poate fi reprezentata

cu aceste timbre. Gerhard Waoginger, Olimpiada Austria, 2009
Solutie: Cu n timbre putem reprezenta orice numar natural din intervalul

[134n, 143n]. Numerele din intervalele (143n, 134(n + 1)) nu pot fi reprezentate.
Aceste intervale sunt nevide daca 143n < 134(n + 1) adica 9n < 134. Cel mai
mare asemenea n este n = 14 pentru care intervalul este (2002, 2010), deci cea
mai mare valoare care nu poate fi reprezentata este 2009.

5. Fie a,b € N*, (a,b) = 1. Cate numere se scriu in mod unic sub forma ma + nb,
m,n € N?

Solutie: Fie t un numar care se scrie in mod unic sub forma ma + nb. Consideram
scrierea canonica a lui t = mya + nd, cu my € {0,1,...,0 — 1}. Am vazut ca,
pentru ca t sa fie francatura, este necesar ca n, € N. Din unicitate rezulta ca
t = (my + b)a + (n; — a)b nu mai este o reprezentare convenabila a lui ¢, deci
ny —a < 0. Asadar n, € {0,1,...,a — 1}. Este evident ca orice numar ¢ de forma
t = mua+ndcumy €{0,1,...,0—1} sin, € {0,1,...,a — 1} are proprietatea
din enunt. Sunt in total ab asemenea numere.

6. Fie a,b doua numere naturale nenule, prime intre ele gi £ un numar natural.
Spunem ca un numar natural n este k-reprezentabil daca ecuatia ax + by = n are
exact k solutii (z,y) € N x N. Aratati ca cel mai mare numar k-reprezentabil este
gr(a,b) = (k+ 1)ab — a — b, iar, pentru k > 1, cel mai mic numar k-reprezentabil
este ab(k — 1). In plus, pentru k > 1, exista ab numere k-reprezentabile.
Observatie: t este k-reprezentabil < t + ab este (k + 1)-reprezentabil (k > 1)

Solutie: Daca scrierea canonica a lui ¢ este t = mya + n:b, solutiile ecuatiei
ma+nb =t sunt (my,ny), (me+b, ng—a), (mg+2b, ny—2a), ..., (mg+jb, ny—ja)
unde j = [%] (7 + 1 solutii). Asadar ¢ este k-reprezentabil daca si numai daca
k=j+1= [%} +1. Atunci t+ab are reprezentarea canonica t+ab = mya+(n,+a)b,
deci ecuatia t + ab = ma + nb va avea ["tT*a] +1= [%] + 2 = k + 1 solutii, deci
t + ab este (k + 1)-reprezentabil.

Asadar observatia este demonstrata. Din ea rezulta imediat ca ggi1(a,b) = ab +
gr(a,b) si, cum ¢i(a,b) = (b —1)a + (a — 1)b = 2ab — a — b, rezulta gi(a,b) =
(k+1)ab—a —b, Yk > 1. Stim ca formula e valabila gi pentru k£ = 0.

Analog, notand cu hg(a,b) cel mai mic numar k-reprezentabil, avem hq(a,b) = 0
i hgy1(a,b) = ab+ hi(a,b), de unde hy(a,b) = ab(k — 1).

7. Fie a, b §i ¢ numere naturale, oricare doua fiind prime intre ele. Aratati ca
2abc — ab — bc — ca este cel mai mare numar natural care nu se poate scrie sub
forma xbc 4 yca + zab, unde x, y si z sunt numere naturale.

OIM 1983, problema 3



Solutie: Sa aratam mai intai ca 2abc— ab— bc — ca nu se poate scrie sub forma data.
Presupunand contrariul, ar exista z,y,z € N astfel incat 2abc — ab — bc — ca =
xbe + yea + zab, adica 2abe = (x + 1)bc + (y + 1)ca + (z + 1)ab. Atunci a divide
(x+1)bc, deci a divide x4+ 1. Cum z+1 > 0, rezultd z+1 > a. Analog, y+1 > b,
z+ 1> ¢, deci 2abc = (x + 1)be + (y + 1)ca + (2 + 1)ab > 3abc, contradictie.
Aratam acum ca orice numar mai mare ca 2abc — bc — ca — ab se scrie sub forma
data. Fie t > 2abc — bc — ca — ab. Cum (a,bc) = 1 it > a-bc— a— be,
putem scrie t = mybc + na, cu my € {0,1,...,a — 1}. Atunci n,a = t — mybe >
2abc — be — ca — ab — (a — 1)be = abc — ab — ac, deci ny > be — b — c. Rezulta ca
exista u,v € N astfel ca n; = bu + cv. Alegand x = my, y = v, 2 = u obtinem
concluzia.

8. Se considera a, b, ¢ numere naturale nenule prime doua cate doua. Notam
cu go(a, b, c) cel mai mare numar natural care nu poate fi reprezentat sub forma
za+yb+ zc cu z, y, z € N*. Demonstrati ca go(a, b, c) > v2abe.

M. Ivanov, Olimpiada Tuymaada, 2014

Remarca: Se poate arata chiar ca go(a, b, c) > v 3abe.

Solutie: (Dan Schwarz, pe baza solutiei oficiale)

Sa consideram primele ¢ numere intregi mai mari sau egale cu v/2abc. Presupunem
ca fiecare dintre ele se poate scrie sub forma xa 4 yb+ zc, cu x,y, z numere intregi
strict pozitive. Fiecarui numar ii asociem punctul de coordonate (z,y) (coeficientii
lui @, respectiv b). Deoarece numerele considerate difera unele de altele prin mai
putin de ¢, aceste puncte vor fi distincte. Pe de alta parte, aceste puncte se situeaza
in interiorul triunghiului determinat de axele Ox, Oy si dreapta xa + yb = v/2abc,
(caciy > 0, x > 0gi ar+by+zc < vV2abc+c) a carui arie este c. (Este un triunghi

dreptunghic cu catetele \/ZTI’C si @/2%0.) Numarul punctelor de coordonate intregi
strict pozitive din interiorul acestui triunghi este insa mai mic decat ¢ (de exemplu
din teorema lui Pick), deci unele puncte trebuie sa coincida, contradictie.

PROBLEME PROPUSE:

1. Pe tabla s-a scris de douazeci si trei de ori numarul 13 si de treisprezece ori
numarul 23. Cate numere trebuie sterse de pe tabla pentru ca suma numerelor
ramase sa fie 4647

Emilia Carstoiu, Rm. Vilcea (Conc. Mathematica - modus vivendi), clasa a IV-a

2. Intr-un anumit orag european exista numai abonamente pe 7 gi pe 30 de zile
pe transportul in comun. Primul costa 7,03 euro, cel de-al doilea 30 de euro.
Aina Algebrista vrea sa cumpere de pe-acum abonamentele care sa 1i permita sa
calatoreasca folosind trasportul in comun vreme de 3 ani intregi, 2014-2016, 1096

de zile in total. Care este cea mai ieftina solutie?
Olimpiada Finlanda, 2013



3. (pentru cine stie deja inductie)

Unde este gregeala? (poveste adevarata, scrisa de un copil pe un forum):

,, Irebuie sa demonstrez ca orice taxa postala mai mare sau egala cu 54 poate fi
realizata folosind numai timbre in valoare de 7 si 10 centi. Cartea imi spune sa
folosesc ,,inductie tare”.

Verificarea: 54 =4-10+4+2-7.
Pasul meu de inductie este:

Presupunem ca n = 10 -5 + 7 - k pentru un anumit n > 54, unde 7, k sunt numere
naturale. Atuncin+1=10(5 —2) + 7(k + 3).

Astfel (din cate imi dau eu seama) am aratat ca daca ipoteza este adevarata pentru
n, ea este adevarata si pentru n 4+ 1. Demonstratia este completa.”

4. Pe axa numerelor reale se vopsesc cu rosu toate punctele care corespund unor
intregi de forma 81z 4 100y, unde z si y sunt numere naturale nenule. Toti intregii
ramasi se vopsesc cu albastru. Determinati un punct P pe dreapta astfel incat,
pentru orice punct T' corespunzator unui intreg, simetricul lui 7" fata de P sa fie
un numar intreg de o culoare diferita de cea a lui T

Baraj India, 2002

5. 94 de caramizi, fiecare masurand 4” x 10” x 19” trebuie stivuite una peste alta
astfel incat ele sa formeze un turn inalt de 94 de caramizi. Fiecare caramida poate
fi orientata astfel incat sa contribuie cu 4” sau 10” sau 19” la inaltimea totala a
turnului. Cate inaltimi diferite ale turnului se pot obtine folosind toate cele 94 de
caramizi? 2

Concurs AIME, SUA, 199/

6. Determinati toate numerele naturale nenule n cu proprietatea ca tabla 15 x n
poate fi pavata cu piese de formele

si

Olimpiada CentroAmericana, 2000

7. Fiea,b € Z, cu a-b < 0 si multimea A = {az + by | a,b € N}. Aratati ca
neAs —neA

Dorel Mihet, Concursul ,,Gr. Moisil”, Oradea, 2014 - enunt, modificat

2Notatia z” desemneaza x inch-i sau toli. 1 inch = 2,54 cm.



SCURT ISTORIC

La sfarsitul secolului al XIX-lea, matematicianul german Ferdinand Georg Frobe-
nius (1849-1917), in cadrul cursurilor pe care le tinea la universitate, a formulat
problema care 1i poarta numele:

Fiind date numerele naturale nenule z1, xs, ..., x,, cu cm.m.d.c.(z1, %2, ..., 2,) =
1, aflati cel mai mare numar natural care nu se scrie ca a1x; + asxs + ... + apx,
cu ay,as,...,a, € N.

Cea mai mare asemenea non-francatura se noteaza de obicei g(x1, za, ..., Z,).

In 1882, matematicianul englez James Joseph Sylvester (18141897) a rezolvat prob-
lema de mai sus pentru n = 2, determinand si numarul non-francaturilor:
g(x1,29) = w29 — X1 — T9, numarul non-francaturilor fiind, asa cum am vazut,

N(zy,22) = —(xl_l)z(m_l).

Pentrun = 3 se stie ca g(x1, 22, x3) > /3212903 — 21 —22—1T3, estimarea fiind destul
de buna. In plus, valoarea exacta poate fi determinata algoritmic. (Vezi gi prob-
lema 7, cu precizarea ca se arata usor ca g(z1, T2, 3) = go(21, Te, T3) —T1 —Tg—T3.)

Si pentru n > 4 exista rezultate, mai ales abordari algoritmice, dar rezultatele
sunt mai putin precise, iar algoritmii nu mai sunt cu timp de executie cel mult
polinomial.
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