Completare.

Fie n un numir natural, n > 3. In fiecare patritel unitate al unei table n x n se
scrie cate un numdar din multimea M = {1,2,...,2n — 1}. O completare a tablei
se numeste bunda daca, pentru fiecare numar natural ¢, 1 < i < n, linia ¢ si coloana
1 contin, impreund, toate numerele din M.

Demonstrati ca exista o infinitate de valori ale lui n pentru care existd o completare
buna a tablei n x n.

(in legdtura cu problema 2 de la Concursul Danube, proba pentru juniori, 2017)
Solutie:

Se poate ardta ca dacd n este o putere a lui 2, atunci pentru tabla n X n exista
completari bune.

Vom demonstra prin inductie dupa m ca daca n = 2™, atunci exista completari
bune ale tablei n x n.

Pentru m = 1 putem completa astfel:
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(Exemplul pentru m = 2 ar fi rezolvat prima ceringd a problemei din concurs si el
poate sugera un mod de a construi inductiv exemplele de completari.)
Ideea este urmaitoarea: avand o completare buna pentru tabla 277! x 2™~! cu

numerele 1,2, ...,2™—1, construim o completare buna a tablei 2 x 2" cu numerele
1,2,...,2mF — 1 astfel: impartim tabla in 4 table 27! x 271 In sferturile din
stanga-sus si din dreapta-jos folosim completarea tablei 2™~! x 2"~1 cu numerele
1,2,...,2™ — 1. In celelalte doua sferturi trebuie si scriem gi numerele de la 2™ la
2m+1 _ 1. In dreapta sus vom folosi acelasi tip de completare ca gi pentru celelalte
doud sferturi, dar in locul numerelor 1,2,...,2™ — 1 vom pune numerele 2™, 2™ +
1,...,2™ — 2 (in loc de k punem k + 2™ — 1). In fine, in coltul din stanga jos

vom folosi acelasi tip de completare ca in dreapta-sus, dar in locul numarului 2™
vom pune numérul 27! — 1,
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Astfel, pornind de la 12 , obinem pentru n = 22 completarea 3111614 , apoi
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pentru n = 23 completarea
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si asa mai departe.

Formal, proceddam astfel:

= ° ap | as ... .
Daca notam cu X;(aq, az,a3) = , putem defini inductiv
as | ai
Xm(al, ag, . .. ,a2m+1_1) =
Xm—1(ay,ag,. .., amm_q) X—1(agm, agmiq, ..., Gomi1_)
Xm,1<a,2m+1_1, Aom 41, ..., a2m+1_2) Xm,1<a/1, as, . .. ’Cl2m,1)

In particular, alegand a, = k, k = 1,2n — 1, obtinem o completare buni a tablei
n X n.

Folosind faptul ca in X,, (a1, as,...,asm_1), pentru orice k € {1,2,...,2m 1}
fiecare din numerele aq, as, ..., asm_1 apare pe linia sau pe coloana k, se arata ugor
cd aceastd proprietate rimane adevarata si pentru numerele din X,,.



