
Completare.

Fie n un num«r natural, n ≥ 3. �In fiecare p«tr«t�el unitate al unei table n × n se
scrie c¥te un num«r din mult�imea M = {1, 2, . . . , 2n − 1}. O completare a tablei
se nume�ste bun« dac«, pentru fiecare num«r natural i, 1 ≤ i ≤ n, linia i �si coloana
i cont�in, ��mpreun«, toate numerele din M .
Demonstrat�i c« exist« o infinitate de valori ale lui n pentru care exist« o completare
bun« a tablei n× n.
(��n leg«tur« cu problema 2 de la Concursul Danube, proba pentru juniori, 2017)
Solut�ie:

Se poate ar«ta c« dac« n este o putere a lui 2, atunci pentru tabla n × n exist«
complet«ri bune.
Vom demonstra prin induct�ie dup« m c« dac« n = 2m, atunci exist« complet«ri
bune ale tablei n× n.
Pentru m = 1 putem completa astfel:

1 2
3 1

.

(Exemplul pentru m = 2 ar fi rezolvat prima cerint�« a problemei din concurs �si el
poate sugera un mod de a construi inductiv exemplele de complet«ri.)
Ideea este urm«toarea: av¥nd o completare bun« pentru tabla 2m−1 × 2m−1 cu
numerele 1, 2, . . . , 2m−1, construim o completare bun« a tablei 2m×2m cu numerele
1, 2, . . . , 2m+1 − 1 astfel: ��mp«rt�im tabla ��n 4 table 2m−1 × 2m−1. �In sferturile din
st¥nga-sus �si din dreapta-jos folosim completarea tablei 2m−1 × 2m−1 cu numerele
1, 2, . . . , 2m − 1. �In celelalte dou« sferturi trebuie s« scriem �si numerele de la 2m la
2m+1 − 1. �In dreapta sus vom folosi acela�si tip de completare ca �si pentru celelalte
dou« sferturi, dar ��n locul numerelor 1, 2, . . . , 2m − 1 vom pune numerele 2m, 2m +
1, . . . , 2m+1 − 2 (��n loc de k punem k + 2m − 1). �In fine, ��n colt�ul din st¥nga jos
vom folosi acela�si tip de completare ca ��n dreapta-sus, dar ��n locul num«rului 2m

vom pune num«rul 2m+1 − 1.

Astfel, pornind de la
1 2
3 1

, obt�inem pentru n = 22 completarea

1 2 4 5
3 1 6 4
7 5 1 2
6 7 3 1

, apoi

pentru n = 23 completarea

1 2 4 5 8 9 11 12
3 1 6 4 10 8 13 11
7 5 1 2 14 12 8 9
6 7 3 1 13 14 10 8
15 9 11 12 1 2 4 5
10 15 13 11 3 1 6 4
14 12 15 9 7 5 1 2
13 14 10 15 6 7 3 1

1



�si a�sa mai departe.

Formal, proced«m astfel:

Dac« not«m cu X1(a1, a2, a3) =
a1 a2
a3 a1

, putem defini inductiv

Xm(a1, a2, . . . , a2m+1−1) =

Xm−1(a1, a2, . . . , a2m−1) Xm−1(a2m , a2m+1, . . . , a2m+1−2)
Xm−1(a2m+1−1, a2m+1, . . . , a2m+1−2) Xm−1(a1, a2, . . . , a2m−1)

.

�In particular, aleg¥nd ak = k, k = 1, 2n− 1, obt�inem o completare bun« a tablei
n× n.
Folosind faptul c« ��n Xm−1(a1, a2, . . . , a2m−1), pentru orice k ∈ {1, 2, . . . , 2m−1},
fiecare din numerele a1, a2, . . . , a2m−1 apare pe linia sau pe coloana k, se arat« u�sor
c« aceast« proprietate r«m¥ne adev«rat« �si pentru numerele din Xm.
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