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1. INTRODUCERE

Aceasta prezentare, insotita de comentarii asupra ultimelor doua Teste
de Selectie de dupa Faza Nationald a Olimpiadei de Matematica este, din
nou, dupa cum v-am obisnuit, opinia personala a autorului.’

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, si prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile personale.

2. JUNIORI — TEST 4

Subiectul (1). Fie A un punct pe semicercul de diametru [BC], iar X un
punct oarecare din interiorul triunghiului ABC. Dreapta BX intersecteazd
semicercul a doua oarda in K gi latura (AC) in F, in timp ce dreapta CX
intersecteaza semicercul a doua oard in L gi latura (AB) in E. Ardtati ca
cercurile circumscrise triunghiurilor AKF si AEL sunt tangente.

LAURENTIU PLOSCARU

Solutie. Fie O centrul semicercului. Daca se observa ca dreapta AO este
tangenta ambelor cercuri (un desen ingrijit poate sugera acest lucru), totul
e gata. Dar AAOC este isoscel, deci ZOAC = ZOCA = ZAK B (i anume
juméatate din masura arcului AF'), de unde rezulta ca AO este tangenta
cercului circumscris triunghiului AKF. La fel pentru celalalt cerc. O

Subiectul (2). Fie a,b,c > 0 astfel incit a + b+ c = 1. Ardtati ca

1—a2+1—b2+1—02>6
a+bc b4+ca cH+ab ™

LuciAN PETRESCU

Multumirile mele sincere celor cu care am dialogat cu privire la problemele propuse si
la efectele dorite, discutii care au condus la materialul de fata.
!Consultati subiectele in complet, solutiile oficiale si rezultatele acestor teste de selectie
la http://ssmr.ro/pregatire_onm.
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2 COMENTARII

Solutie. Ma voi distra sa investighez cat de ”tare” este inegalitatea. Daca
ni se cere sa aratam ca A > B, dar putem arata A > C > B, atunci
inegalitatea C' > B este, evident, "mai tare” decat A > B.

1—a? 1—a? 1—a? (1-a)(1+a)

A = — _ deci
Ve be ala+b+c)+bc  (a+b)(c+a) (A—-c)(1-0)’ e
1 —a? (1-a)(1+a) 5 1+a
N AT s 38
Za+bc Z(l—c)(l—b)* Hl—a’
1
din inegalitatea AM-GM. Daca vom reusi sa aratam ca [] ta > 8, am

1—a
izbandit, si in acelagi timp am gasit o inegalitate ”mai tare”, cea de mai sus.

Inegalitatea se mai scrie si > In 1 ta > 3In2. Functia f: (0,1) — (0,00)
—a
1 4
data de f(z) = In li_i este convexa, caci avem f”(z) = ﬁ, deci

putem aplica inegalitatea lui Jensen
1+a 1+> a/3 1+1/3
1 >3ln—=—"— =3I =3In2.
i TS a3 Moy T
Alternativ, se poate utiliza metoda multiplicatorilor Lagrange, dar ar fi un

”overkill”. In concluzie, inegalitatea se reduce la aplicarea consecutiva a
doua inegalitati extrem de cunoscute (si folosite), deci e relativ "slaba”. O

1
Remarca. S& observam ca dacd ”desfacem” inegalitatea [] # > 8, se
—a
obtine 14) " a+) ab+abc > 8(1—-> a+)_ ab—abc), adica forma neomogena

2 4+ 9abe > T(ab + be + ca). Dar avem, direct de la inceput,
1—a? 1+ abe l14+abc  (1+abe)(b+c)

a+bc+a_ a(a+b+c)—i—bc: (a+b)(c+a) (a+b)(b+c)(ct+a)
1-a

2
deci din ) <a e
2(14abc) > 7(a+b)(b+c)(c+ a).
Dar cum (a+b)(b+c)(c+a) = (1 —¢)(1 —a)(1l —b) = ab+ bc+ ca — abe,
se poate scrie si 2+ 9abe > T(ab+ be + ca), adica exact inegalitatea de dupa
aplicarea AM-GM. Ciudat ...

Remarca (Aditionald). Andrei Eckstein descopera referinta BMO 1999
(British Mathematical Olympiad) pentru exact aceasta varianta, anume

—|—a> > 6+ > a = 7 ajungem la forma echivalenta

7(pq + qr + rp) <2+ 9pgr pentru p,q,r >0sip+qg+r=1.
Ea este citata (incorect, ca BMO 1979) si intr-un articol din Mathematical
Reflections 4/2006. Pe AoPS apare versiunea 1 + 9abc > 4(ab + be + ca),
care este mai "tare”, caci din a + b+ ¢ = 1 se obtine 1 > 3(ab+ bc + ca) din
a+b+c>2 5 abtbetca

3 3
celor doua se obtine 2+ 9abc > 7(ab+ be + ca). Se poate de fapt demonstra

inegalitatea Mac-Laurin , ilar prin adunarea
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(cel mai rapid, prin metoda multiplicatorilor Lagrange) ca varianta ultima
1 4 9abe > 4(ab + bc + ca) este de fapt cea mai ”tare” de acest tip; acest
lucru este justificat gi prin cazurile ei de egalitate, unde pe langa simetrica
a=b=c=1/3 aparsi (a,b,¢c) € {(0,1/2,1/2),(1/2,0,1/2),(1/2,1/2,0)}.

Subiectul (3). Fie D mijlocul laturii [BC| a triunghiului ABC' si fie E
proiectia lui A pe BC'. Dacd P este punctul de intersectie a mediatoarei
segmentului [DE] cu perpendiculara din D pe bisectoarea unghiului ZBAC,
demonstrati ca P apartine cercului lui Fuler al triunghiului ABC.

MARIUS BOCANU

Solutie. Problema trateaza configuratii cunoscute; intr-o versiune de solutie
apare si dreapta lui Simson. Cercul lui Euler este insa suficient de important
ca rezultat de geometrie sintetica pentru ca orice problema legata de el sa
fie binevenita. Aici ma opresc; va las sa studiati solutiile oficiale. O

Subiectul (4). Pentru o secventa (a1, az, ..., a2013) de numere intregi, vom
spune despre un triplet (i,7,k) cu 1 <i < j <k <2013 ca este progresiv
daca ap, — aj = aj — a; = 1. Aflati numarul mazim de triplete progresive pe
care le poate avea o secventd formata din 2013 numere intregi.

LAURENTIU PLOSCARU

Solutie. O prima observatie este ca daca o secventa contine a, > a4 pentru
1 < p < q <2013, secventa in care schimbam pozitiile lui a, si a, contine
cel putin atatea triplete progresive ca gi secventa initiala. Prin urmare este
suficient sa consideram secventele in care termenii sunt (nu neaparat strict)
crescatori.

Acum, daca agz4+1 —aq > 1 pentru 1 < ¢ < 2013, atunci secventa In care
inlocuim a, cu ap + (ag+1 — aq) — 1 pentru toti 1 < p < ¢ contine cel putin
atatea triplete progresive ca si secventa initiala. Prin urmare este suficient
sa consideram secventele de tipul

(a,a,...,a,a+1,a+1,...;a+1,...;a+t,a+t,...,a+1),

ng ori ny ori n¢ ori

unde ng +n1 + --- + ny = 2013. Pentru a exista triplete progresive avem
nevoie de t > 2, i atunci numarul total de triplete progresive este

nenNiNg + NiNang + -+ + Ng_oNy_1My.

Dar daca t > 3, inlocuind (ng, n1, ng2, ng,...,n) cu (n1,ng, (no+mns3),...,n)
obtinem cel putin la fel de multe triplete progresive (exact la fel de multe
pentru ¢ = 3), deci maximul se realizeaza cu sigurantd pentru ¢ = 2, cand
no + ni + N9
3
ng = np = ng = 671 (celelalte cazuri de egalitate pentru maxim provin din
observatia de mai sus, pentru t = 3 si ng +ng = n1 = ng = 671; cazul t =2
fiind de fapt un caz particular, cand ng = 0 sau ng = 0). O

avem ngning < ( ) = 6713, cu egalitate doar pentru cazul
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Solutie Alternativa. Consideram multimea M = {aj,as,...,a2013} si fie
v1 < v < --- < v, 0 indexare a valorilor elementelor din M. Fie acum si
Np,={€ € {1,2,...,2013} | ag = vy, }, pentru toti 1 < m < n; este clar ca
multimile N,, constituie o partitie a multimii {1,2,...,2013}. In fine, fie
I=NUNyUN;U---, J=NoUNsUNgU---, K=N3UNgUNgU---.
Desigur, si I, J, K constituie o partitie a multimii {1,2,...,2013}. Acum,
pentru orice triplet progresiv (i,j,k) existd o (unica) permutare care sa
apartina multimii de triplete I x J x K, caci pentru fiecare din aceste trei
multimi, considerand x,y doud dintre elementele sale, avem a, = a, sau
laz — ay| > 3. Prin urmare, numarul de triplete progresive este egal cu cel

I K|\® [2013\°
mult |1xeK|:|1|-\J|-|K|g<’|+|J3‘+‘|> :(?’) — 6713,

Un model pentru cazul de egalitate este dat de secventa

(v—Lv—1,...,v—1Lvv,....,.v,0+1L,v+1,...,0+1),

671 ori 671 ori 671 ori
cu M ={v—1v,o+1}, I =Ny ={1,...,671}, J = Ny ={672,...,1342},
K = N3 = {1343,...,2013}. O analiza mai adanca poate chiar scoate in
evidenta cu aceastd metoda toate cazurile de egalitate (gasite in solutia
precedentd), dar acest lucru nu era cerut. O

Testul 4 a fost mult prea ugor. Primii zece concurenti au rezolvat complet
primele trei probleme, numai Problema 4 dovedindu-se suficient de dificila
pentru a produce o departajare (doua note maxime, si multe note mijlocii).
In total contrast, Testul 5 a apdrut a fi suficient de dificil pentru a produce
rasturnari spectaculoase de clasament.

3. JUNIORI — TEST 5

Subiectul (1). Determinati toate perechile de numere intregi (x,y) care au
proprietatea cd fiecare dintre numerele x3+y si x+y> este divizibil cu x> +12.

Solutie. Sa dam mai intai la o parte cazul xy = 0. Daca, sa zicem, y = 0,
avem nevoie de z2 | 2% si 2 | x, deci (z,y) € {(0,0),(1,0),(—1,0)}. Prin
simetrie, solutiile posibile pentru xy = 0 sunt deci

(.’E, y) € {(07 O)a (17 O)a (07 1)7 (_17 0)7 (0) _1)}

Fie atunci zy # 0. Fie d = (z,y), si ¢ = da, y = db, (a,b) = 1. Relatiile
se scriu d(a? + b%) | d?a® + b si d(a® + %) | d?b® +a, decid | bsi d | a, de
unde d | (a,b) =1, agadar d = 1.

Dar atunci, daci z2 4 y? | 3 + y, avem si

2+ y? 2@’ +y) — (2 +y7)(@? — o) =yl +y°),
deci 2 + 4% | z + y3 (deoarece (x,y) = 1 conduce la (22 + 32,y) = 1), si
reciproc, deci conteaza doar una dintre relatii.

Fie atunci 22 + 32 | 2% + y; cum avem si 22 + y? | (2 + ¢?) = 23 + 2y,
rezultd 22 + 32 | (2% + 2y?) — (23 + y) = y(xy — 1), deci 2% + 9 | 2y — 1
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(deoarece (z,y) = 1 conduce la (22 4+ y%,y) = 1). Dar deoarece avem
22+ 9% > 2|ay| > |zy| +1 > |zy — 1| pentru |zy| > 1, trebuie |zy| = 1, adica
x,y € {—1,1}. Toate cazurile satisfac, deci avem solutiile aditionale

('7;7 y) S {(L 1)a (17 _1)7 (_17 1)7 (_17 _1)}7

in total 9 perechi de solutii. ([

Remarca. Din pacate problema nu are decat solutiile triviale; astfel de
probleme sunt in general dezamagitoare, caci nu arata decat ca relatiile
cerute nu se pot produce, in afara cazurilor triviale.?

In mod ciudat nu s-a inregistrat niciun scor maxim de 7 puncte la aceasti
problema, dupa mine banala.

Subiectul (2). Fie M multimea punctelor de abscisa intreaga situate pe azxa
numerelor reale d. Elementele multimii M se coloreazd in alb sau negru.
Aratati ca cel putin una din urmdtoarele afirmatii este adevaratd

a) exista o submultime finita F C M si un punct M € d astfel incdt
punctele multimii M \ F aflate pe una dintre semidreptele determinate de
M pe d sunt toate colorate cu alb, iar punctele multimii M \ F aflate pe
cealalta semidreapta sunt toate colorate cu negru;

b) exista o submultime infinita S C M care are centru de simetrie, in
sensul ca exista T € d (centrul de simetrie) cu proprietatea ca pentru orice
punct A € S, simetricul lui A fata de T apartine lui S si are aceeasi culoare
ca si A.

Solutie. Sa observam ca daca exista o submultime cofinitd M \ F ca cea de
la afirmatia a), atunci existda m € N* aga incat multimile M N [m, +0o0) si
M N (=00, —m] sunt monocolore de culori diferite. Pe de alta parte, daca
exista o submultime infinita S ca cea de la afirmatia b), atunci exista si o
submultime infinitd 7 C S monocolora, ce indeplineste si ea afirmatia b),
dar atunci multimile 7 N[m, +00) si 7 N(—o0, —m| sunt infinite, monocolore
de aceeasi culoare, pentru orice m € N*,

Aceasta arata ca afirmatiile a) si b) se exclud reciproc, deci folosirea
expresiei "cel putin una ... este adevarata” este abuziva; daca se dorea, se
putea cere demonstrarea faptului ca ” una ... este adevarata”.

Sa fixam punctele T(0) si 77(1/2) pe axa d. Daca multimea P C N*, a
punctelor n pentru care culoarea punctului —n (simetricul lui n fata de T')
este aceeasi ca si culoarea lui n, este infinita, putem lua § = P U (—P)
cu centru de simetrie 7', i satisface afirmatia b). Altfel, daca multimea
P’ C N*, a punctelor n pentru care culoarea punctului —n + 1 (simetricul
lui n fatd de T") este aceeasi ca si culoarea lui n, este infinita, putem lua
§' =P 'U(1—-"P) cu centru de simetrie 7", si satisface afirmatia b).

284 remarcim totusgi c& una singurd din relatii, in izolare, are si solutii netriviale.
Pentru 2? + y? | 2® + y avem si solutiile (x,y) = (2, —2®) pentru orice z € Z\ {~1,0,1};
evident, cu d = (2, —2%) = |2| > L.
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In caz contrar, multimile P si P’ sunt finite, deci existd m € N* astfel ca
pentru orice n > m sa avem —n si —n + 1 ambele de culoare diferita de cea
a lui n. Dar atunci culoarea lui —m este diferita de cea a lui m; culoarea
lui m + 1 este diferita de cea a lui —m, deci aceeasi cu cea a lui m; culoarea
lui —m — 1 este diferita de cea a lui m + 1, deci aceeasi cu cea a lui —m;
si agsa mai departe, deci prin inductie punctele n > m au o aceeasi culoare,
iar punctele —n < —m au gi ele o aceeasi culoare, diferita de cea dinainte.
Putem lua F = {n | —m < n < m} si M(0), si satisface afirmatia a). O

Remarca. Este clar ca pentru afirmatia b) centrul de simetrie T' al unei

astfel de submultimi S trebuie sa apartina lui Z U §Z, si aceasta este chiar

cheia demonstratiei produse mai sus, tinand cont de consecintele nefaste
asupra adevarului cerintei, aduse de observatiile ce urmeaza.

1
e Dacad ne restrangem la doar centre T € §Z, colorarea alternativa

...ANANANANANANANANA...nu satisface niciuna din conditii (ceea
ce este trivial de observat);

e Daca ne restrangem la doar centre T € Z, colorarea quasi-alternativa
...ANANANANNANANANA... nu satisface niciuna din conditii (ceea

ce este simpatic de demonstrat).
Subiectul (3). Determinati valoarea minima si valoarea mazxima a expresiei

VA —a2+ V4024 -

unde a,b, c sunt numere reale cu a® 4+ b*> + ¢? = 6.

Solutie. Metoda multiplicatorilor Lagrange se aplica intr-atat de bine, Incat
merita o prezentare, macar si doar pentru valoarea ei didactica. Notam

r=vV4—a2 y=vV4—12, 2 =4 -2, deci 22 +1y?+ 2> = 6, si consideram
L(z,y,2) =2 +y+2— N2> + 92 + 22 — 6),

cu domeniul {(z,y,2) | #,y,2 € [0,2], 22+ 3% + 22 = 6} (\ este parametru
real). Sistemul derivatelor sale partiale este

oL

“Z =122\
ox v
oL
e R,
oy 4
OL

— =12z
0z ¥

Pentru a obtine punctele critice din interiorul domeniului, egalam cu zero
derivatele partiale. Cum atunci A # 0, obtinem z = y = z, agadar singurul
punct critic din interiorul domeniului lui L este (z,y,2) = (vV2,v2,v2),
pentru care L(v/2,v/2,v/2) = 3v/2 (si se va dovedi, dupi analiza pe bordul
domeniului, ca este un punct de maxim global).
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Pe bordul domeniului putem avea una dintre variabile egala cu 0, fie ea
z = 0 (dar nu doua, caci atunci a treia ar fi in afara domeniului). Putem
folosi aceeasi metoda, pentru

Uz, y) =z +y— Nz*+y*—6),

cu domeniul {(z,y) | z,y € (v/2,2), 2% +y?> = 6} () este parametru real).
Ca mai sus, se obtine punctul critic de pe bord (z,y) = (\/g, \/g), pentru
care E(\/g, V3) = 2V/3.

Tot pe bordul domeniului putem avea una dintre variabile egala cu 2, fie
ea z = 2 (dar nu doua, céci atunci suma patratelor lor ar fi mai mare ca 6).
Putem folosi aceeasi metoda, pentru

0z, y) :a:+y—/\(x2+y2—2),

cu domeniul {(z,y) | z,y € (0,v/2), 2% +y* = 2} () este parametru real).
Ca mai sus, se obtine punctul critic de pe bord (z,y) = (1, 1), pentru care
(1,1) = 4.

In fine, tot pe bordul domeniului, putem avea una dintre variabile egala
cu 0 si alta egald cu 2; atunci a treia ia valoarea /2, si obtinem valoarea
expresiei ca fiind 2 + /2.

Prin urmare, deoarece 2 + V2 < 2V3 <4 < 3\/5, valorile extreme ale
expresiei sunt 24 1/2 (minimi) si 3v/2 (maximai), iar tripletele unde se obtin
sunt determinate mai sus. (]

Solutie Alternativa. Adevarul adanc asupra motivului pentru care acestea
sunt valorile extreme este insa dat de solutia care urmeaza. Vom considera
acum expresia

E(x,y,2) =VA—x+\/d—y+Vi—2z,
cu domeniul H = {(CL‘,y,Z) | T,Y,z2 € [074}7 THy+z= 6}7 un hexagon
regulat, de varfuri (0,2,4), (0,4, 2),(2,4,0), (4,2,0),(4,0,2),(2,0,4), centru
(2,2,2) si latura 2v/2 in spatiul Euclidian.
Consideram functia f: [0,4] — [0,2] data prin f(t) = /4 — t. Functia f
2

d
este concava, caci —v4 —t = —
dt? 4

)
1
44— 1)32 < 0 pe (0,4), dar e suficient sa

. o . o .o Jlu)+ f(v U+ v
stim ca este strict concava Jensen, adica f()Zf() < f <2 pentru

orice u,v € [0,4], u # v, ceea ce rezultd imediat din (X +Y)? < 2(X? +Y?)
pentru X # Y.

Deoarece avem FE(x,y,z) = f(z) + f(y) + f(z), E(x,y, z) este o expresie
concava simetrica, deci 1gi atinge minimul intr-un varf al hexagonului gi
maximul in centrul hexagonului, prin urmare max £ = E(2,2,2) = 3v2 si
min F = £(0,2,4) = 2+ /2.

Voi demonstra formal in cele ce urmeaza afirmatiile de mai sus; in prin-
cipiu insa aceste fapte sunt bine-cunoscute, si nu necesita prezentarea unei
demonstratii.
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Fie (x,y,2) € H si fie S = {0 | o: {x,y,2} — {=x,y, 2}, bijectiva};
atunci (o(z),0(y),0(z)) € H pentru orice o € S3. Avem din concavitate

> B EOESAFEDSEION-DION-S SEOI§

0‘633 0’633 0‘633 0’683

dar cum E(o(x),0(y),0(2)) = E(x,y,z) pentru orice o € S3 (din simetria
lui E),darsi > o(z) = Z o(y)= > o(z) =2(x+y+z) =12, rezulta
0E€Ss 0€S3

ca avem F(z,y,2) < E(2, 2 ) = 3+/2 pentru orice (,y, z) € H, cu egalitate
doar pentruz =y =z = 2.

Fie acum (x,y,2) € H \ {varfurile lui #}. Exista atunci un segment de
capete (z1,y1,21) si (z2,y2,22) continut in H, al carui punct mijlociu sa fie
(z,y,z). Avem din (stricta) concavitate

1 T1+ T2 Y1+ Y2 21+ 22

2(E(wl’ylazl)+E(I2yyz722))<E< 53 g )ZE(%Z/,Z),

asadar minimul expresiei F nu se poate realiza intr-un astfel de punct.
Ramane deci ci el se realizeaza intr-un varf al hexagonului,® i cum toate au
drept coordonate o permutare o a lui {0,2,4}, rezulta ca valoarea minima
este comuna tuturor, si este F(0,2,4) =2+ V2. O

Subiectul (4). Fie triunghiurile ascutitunghice ABC gi BCD, cu ZBAC gi
/BDC congruente, iar punctele A si D sunt de o parte si de alta a dreptei
BC. Fie BE 1. AC, FE € (AC) i CF L BD, F € (BD). Aratati ca AD,
EF gi dreapta determinatd de ortocentrele Hy si Ho ale triunghiurilor ABC
st BCD sunt concurente.

Solutie. (Laurentiu Ploscaru) Notam si cu G piciorul inaltimii din C' pe AB,
si cu H piciorul inaltimii din B pe CD. In mod evident, punctele £, F, G, H
se afla pe cercul de diametru BC'.

Acum, citim hexagonul format in ordinea BH FCGF si aplicam teorema
lui Pascal; astfel punctele de intersectie ale dreptelor (BH,CG), (BE,CF),
(FH,GE) vor fi coliniare. Apoi, dacd ne uitam la triunghiurile GEH; si
FHH>, din teorema lui Desargues rezulta ca dreptele GH, F'E si H; Hs sunt
concurente.

Acum, citim hexagonul format in ordinea BFHCEG si aplicam teorema
lui Pascal; astfel punctele de intersectie ale dreptelor (BG,CH), (BF,CE),
(FH,GE) vor fi coliniare. Apoi, daca ne uitam la triunghiurile AGE si
DFH, din teorema lui Desargues rezulta ca dreptele GH, FE si AD sunt
concurente.

Concluzia este acum evidenta, si este clar ca s-a folosit doar conciclicitatea
picioarelor inaltimilor, deci conditia ca unghiurile Z/BAC si /BDC' sa fie
congruente, precum si cea ca punctele A gi D sa fie in semiplane opuse fata
de BC, sunt redundante! O

3Ar mai trebui spus ca existenta unui punct de minim este garantata de continuitatea
expresiei E pe compactul H (teorema Weierstrass).



COMENTARII 9

4. SENIORI — TEST 4

Subiectul (1). Fie O un punct fixat din plan, $i n > 3 un numar intreg.
Consideram o multime finita D de discuri unitate inchise in plan, distribuite
astfel incat

(a) Niciun disc din D nu confine punctul O; si
(b) Pentru fiecare k € {1,2,...,n — 1}, discul inchis de raza k + 1 gi
centru O contine centrele a cel putin k discuri din D.

n—+1
2

Ardtai ca exista o dreaptd ce trece prin O, gi care taie cel pufin — In
w

discuri din D.
RADU GOLOGAN

Solugie. Unghiul sub care se vede din O un disc de raza 1, centrat intr-un

1
punct situat la distantd d > 1 de O, este evident 2arcsin i Dar atunci

suma 3 a unghiurilor sub care se vad discurile din D este

n—1 n—1
1 1 1
- in- > i — —
x 2Zarcsmd _2Zarcsmk+1 2 ) >2(In(n+1) —1n2),
D k=1 k=1
In(k+2) —In(k+1 1 1
din cunoscuta inegalitate n(k+2)—ln(k+ 1) = - < ——,de
(k+2)—(k+1) Clecrihry k1
unde
n—1 n—1 1
In(n+1) —In2= ;(m(k +2)—In(k+1)) < ; g

Din principiul cutiei rezulta ca exista o dreapta prin O care taie cel putin

[ﬂ > ﬁ(ln(nJrl) —ln2)“ = ﬁlnn;ﬂ

s

discuri din D (impartim la 7, si nu 27, caci dreapta se extinde in ambele
directii). O

Remarca. Conditia n > 3 este prea tare; e suficient n > 2. Conditia (a)
este superflua, caci discuri care contin punctul O sunt taiate de orice dreapta
prin O. Altfel, problema implica un simplu argument de medie, insotit de o
bine-cunoscuta inegalitate pentru seria armonica trunchiata.

Solutia oficiala detaliaza alegerea unui sistem distinct de reprezentanti
pentru discurile din D, cu centre respectiv in discurile de centru O si raze
din {2,3,...,n}, ceea ce este absolut evident; invocarea teoremei lui Hall
este aici echivalenta cu strivirea unei muste cu un baros (dupa cum spunea
undeva Serge Lang ...)!
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Remarca (Aditionald). Pentru o multime D formata din n — 1 discuri
unitate, cu centrele la distante respectiv 2,3,...,n de O, vom avea

n—1
1 1
E:QE arcsin8:25 arcsin < E <k+1 k+1)>
D k=1

2
T
din faptul c& arcsinz < z + — pentru z € (0,1/2]. Deoarece avem si

In(k+1)—Ink 1 1
= > —— de unde

(k+1)—Fk Cleerarny  F+1

n—1 n—1 1

In(n+1)>n=>» (n(k+1)-Ink) > T
k=1 k=1
i, 1 1 (n2 1 /10 1

i di - “(=-1 S (=—-1) ==
¥ m;(kﬂ <621k:+1 6(6 ><6<6 > ’
rezulta

1
Y¥<2 (ln(n+1) +9> <2In2(n+1).

Dar atunci numarul mediu de discuri taiate de o dreapta prin O este cel

mult
EJ < Elnz(nﬂ)J ,

deci, daca discurile sunt uniform distribuite, aceasta majorare se aplica la
numarul de discuri taiate de orice dreapté prin O.

2 1 4
Deoarece 0 < —In2(n + 1) — —1 nt
m

—ln2 < 1, se dovedeste ca
estimarea din enuntul problemei este cea mai buna posibila.

Subiectul (2). Fie n > 1 un numar intreg, si fie S familia submultimilor

cu n elemente ale multimii {1,2,...,2n}. Determinati max min [z,y],
SeS z,yeS,x#y

unde prin [x,y] am notat cel mai mic multiplu comun al numerelor intregi
T §Y.

Solutie. Fie So = {n+1,n+2,...,2n}, a doua jumatate a multimii noastre
(este de agteptat ca aceasta submultime s& joace un rol special). Solutia se
bazeaza pe ideea ca, pentru orice submultime S € S, orice element x € S
are (macar) un multiplu in Sy; dacad doi astfel de multipli, pentru elemente
distincte x,y € S, coincid, atunci [z,y] < 2n, si aceasta se va dovedi o
valoare mai mica decat cea cautata (ideea apare deja in solutia unei probleme
din cartea lui A. Gica si L. Panaitopol). Daca toti acesti multipli sunt
diferiti, atunci multimea formata din ei este chiar Sy, si deci exista z,y € .5,
x # y, pentru care un multiplu este 2(|n/2| + 1) iar celalalt 3(|n/2] + 1),
de unde [z,y] < 6(|n/2] + 1), mai putin pentru cazul m = 4, cand se
calculeaza imediat ca valoarea cautata este 24, realizata de exemplu pentru
S = {5,6,7,8}. Mai ramane de aratat ca pentru n # 4 valoarea 6(|n/2]+1)
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este efectiv realizata, si anume chiar pentru submultimea Sy. Pentru aceasta
trebuie aratat ca pentru z,y € So, * # y, avem [z,y] > 6(|n/2] + 1), si
aceasta se face cu usurinta. O

Subiectul (3). Fiind dat numdrul intreg n > 2, determinati polinoamele
ne-constante f cu coeficienti complecsi care satisfac conditia

I+ f(X"+1) = f(X)".

Solutie. Sa consideram cazul f(0) # 0. Fie w o radacina primitiva de ordin
n a unitatii. Atunci

FX)" =1+ f(wX)"+1) =1+ f(W"X"+1) =1+ f(X"+1) = f(X)",

deci f(wX) = w™f(X) pentru un 0 < m < n. Atunci f(0) = w™f(0), deci
w™ =1, adica m = 0, si deci f(wX) = f(X). Aceasta inseamna ca f este
polinom in X", deci exista un polinom g astfel incat f(X) = g(X™+1). Fie
d(X)=X"+1si ¢(X)= X" relatia se scrie acum

L+ f(o(X)) = ¢(f(X))
si avem si f(X) = g(¢(X)). Dar atunci

P(g(o(X))) = (f(X)) =1+ f(¢(X)) = 1+ g(¢(¢(X))),

gi cum ¢(X) nu este constant, aceasta implica si ¢¥(g(X)) = 1 + g(¢(X)),
deci g este solutie. Daca acum ¢(0) # 0 repetam rationamentul. Deoarece
gradele polinoamelor in chestiune descresc, inseamna ca toate solutiile f
cu f(0) # 0 provin din aplicarea repetatd a rationamentului de mai sus,
pornind de la o solutie g cu g(0) = 0, ceea ce revine la considerarea cazului
f(0) = 0. Fie atunci sirul definit prin 29 = 0 §i 211 = 2} +1 pentru k € N.
Avem f(xp41) = f(zf +1) = f(xx)" — 1 pentru k € N, gi deci f(x1) = —1.

Daca n este par, atunci f(z2) = f(x1)" —1 =0, si in general f(zor) =0
si f(zok—1) = —1 pentru k € N. Dar sirul (z)r>0 este strict crescator, deci
termenii sai sunt toti distincti, ceea ce conduce la o evidenta contradictie.

Deci n trebuie sa fie impar; atunci rezulta prin inductie f(xp) = —x.
Aceasta este adeviarat pentru k£ = 0, si avem pentru pasul de inductie
frp) = flap)" =1 = (—ap)" =1 = —(2p + 1) = —zpp1. Sirul (zx)i20
avand toti termenii distincti, rezulta cu obligativitate f(X) = —X.

Prin urmare, singura solutie f cu f(0) = 0 este f(X) = —X si impune n
impar; celelalte solutii f (cu f(0) # 0) se obtin drept f(X) = g(X" + 1),
unde g este o solutie de grad mai mic. O

Remarci. Inci o problema de tehnica algebrica destul de delicata, aplicata
polinoamelor (de revazut eleganta solutie de la Problema 1 / Test 1, si de
asemenea Problema 4 / Test 3). Nu pot sa nu ma intreb cat de adecvate
sunt aceste intrebari in alegerea echipei pentru OIM, unde astfel de probleme
sunt extrem de rare.
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Printr-o remarcabila coincidenta, gasirea solutiilor polinomiale ale ecuatiei
functionale

fz?+1) = f(z)* +1

a fost ceruta tot in aceeasi zi, pe AoPS; vezi
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?f=296&t=535472.
Metode similare cu cele de mai sus conduc la solutiile f constant egal cu

14+iv3

2
(infinit de multe) solutii cu f(0) # 0, obtinute prin f(z) = g(x? + 1), unde
g este si ea o solutie (de grad mai mic).

, apoi f(z) = z ca singura solutie cu f(0) = 0, si toate celelalte

5. SENIORI — TEST 5

Subiectul (1). Fien un numar natural nenul, $i fie x1,...,x, numere reale
(strict) pozitive. Ardtati ca
) 1 1 1 1 1
mln(il,*-‘rd?m---y +I717*>§2COS Smax<11,*+$2,--w +l‘n77)-
T Tp—1 Tp n+ 2 T Tp—1 Tn

Solutie. Fie X = {x = (z1,22,...,2n) | 2 > 0,1 <k <n} = (R})". Se va

. . ) 1 1 1 m
arata ca de fapt maxmin ( 1, — + =9, ..., + Ty, — | = 2cos ——,
z€X T Tp—1 Ty n-+2

. o . 1 1 m
si de asemenea ca min max | z1, — + zo, .. ., + xn, — | = 2cos .
z€X 1 n—1 Ty n+2

Daca vom cauta un element a € X pentru care cele doua valori (minima si
maxima) sunt egale, aceasta presupune evident egalitatea tuturor termenilor
1

a1 =—+ay=---= + a, = — = v. Solutia oficiala obtine relatii de
ai an—1 2%
. (k+ 1D
sin ————
o s o ™ . n+ 2 .
recurenta din care rezulta v = 2 cos 5 slag = ——p—— pentru orice
sin
+2

n
1 < k < n, dar acest lucru este deja sugerat de valoarea data in enunt, si nu
necesita decat o simpla verificare.

Vom arata acum ca pentru orice z € X avem

. 1 1 1 . 1 1 1
min | 1, — + z2,..., +zp,— | <min | a1, — +ag,..., +an, — | .
Il Tn—1 Tn al an—1 an

R . . 1 1
Presupunand contrariul, obtinem z; > a1 si — + g1 > — + agy1,
Tk ak

1 1

1<k <n-—1,dar si — > —; din primele inegalitati rezulta insa prin
T G

inductie x > ap, 1 < k < n, In particular x, > a,, absurd. Acelasi tip

de rationament se aplica si pentru valorile maxime, ceea ce demonstreaza in
mod complet cerintele problemei, si chiar mai mult. O
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Subiectul (2). Fie K un patrulater conver si fie £ o dreaptd prin punctul
de intersectie al diagonalelor lui K. Ardatafi ca lungimea segmentului de
intersectie £ N K (interceptat de K pe £) nu depaseste lungimea (cel putin)
uneia dintre diagonalele lui K.

Solutie. O problema simpatica, de geometrie combinatorica metrica, cu o
cerinta intuitiv evidenta, dar care necesita totusi o idee eleganta pentru a
fi pusa in evidenta. Ma multumesc sa va trimit la solutia oficiala, pentru
satisfacerea curiozitatii. O

Subiectul (3). Given a positive integer n, consider a triangular array with
entries a; ; where i ranges from 1 to n and j ranges from 1 to n — i + 1.
The entries of the array are all either 0 or 1, and, for all ¢ > 1 and any
associated j, a;; is 0 if a;_1; = a;—1,j41, and a;; is 1 otherwise. Let S
denote the set of binary sequences of length n, and define a map f: S — S
via f:(a11,a12,...,010) = (An1,an-12,...,01,). Determine the number
of fixed points of f.

GEOFF SMITH — MofM 2013 Extra List

Solugie. Din pacate, problema nu mi-a placut inca de la inceput, de cand
am vazut-o. Poate solutia extrem de tehnica si formalizata mi-a produs o
inhibitie. Astfel, nu voi aduce niciun adaus la solutia oficiala, si voi lasa
si enuntul in limba lui de origine. De spus doar ca valoarea cautata este
2L(+1)/2] " adici numdrul cuvintelor binare palindromice de lungime n. [

6. INCHEIERE
Desi pagina http://ssmr.ro/pregatire_onm anunta, spre final,

Barajele se vor desfasura vineri si sambata (24-25 mai) cu
cate patru probleme pentru juniori si cate 3 (tip OIM) pentru
seniori, in sala de sedinte a hotelului Yesterday.

(desigur, fara semnele diacritice, puse aici) desfaguratorul pe zile anunta
pentru seniori, aga cum s-a produs in realitate, Testul 4 Joi si Testul 5
Vineri (o zi dupa lectiile de Miecuri). Ca sa arat cat de carcotag pot fi,
trebuie sa semnalez ca in ziua Testului 4 seniori, joi 23 mai, intre orele 14:00
si 15:30, site-ul SSMR a fost "down”, si deci subiectele (si solutiile) nu au
putut fi afisate. Au aparut, in fine, putin inainte de orele 16:00. Dar link-ul
e Subiecte Baraj 4 - seniori trimite de fapt la un material care contine si
solutiile oficiale! Si link-ul de vineri e Subiecte Baraj 5 - seniori trimite tot
la un material care contine si solutiile oficiale (dar cel putin a aparut la
timp, ceea ce nu se poate spune si despre Testul 4 juniori, din aceeagi zi).
Nici rezultatele finale pentru seniori, disponibile deja vineri la orele 18:00,
nu apirusers inci pani la orele 22:00.4

4Rezultatele seniori au aparut spre miezul noptii ... bun! Dar tot atunci a re-aparut
si un fisier rezultate juniori, care este vechi — de la primul test, din timpul Fazei Finale.
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Trebuie sa remarcam si titlul
PROGRAM DE PREGATIRE AL JUNIORILOR

care ar trebui sa citeasca

E adevarat ca programul este al lor, dar mai ales pregatirea este a lor!

Pentru buna masura, nu se putea sa lipseasca inca una dintre problemele
de pe lista suplimentara, de probleme de schimb pentru concursul Master of
Mathematics din martie 2013 ... oh, well ...

Rezultatul final al selectiei seniori pentru IMO 2013 (Columbia) este

Nume Clasa | Scoala

Stefan SPATARU X ICHB, Bucuresti

Omer CERRAHOGLU XI C.N. Gh. Sincai, Baia Mare
Andrei Viorel BUD XI ICHB, Bucuresti

Hai TRAN BACH XI ICHB, Bucuresti

Stefan GRAMATOVICI XI C.N. T. Vianu, Bucuresti
Marius BOCANU X ICHB, Bucuresti

Rezultatul selectiei seniori pentru Tuymaada 2013 (Yakutia) este

Nume Clasa | Scoala

Simona DIACONU X ICHB, Bucuresti

Andreea MAGALIE XI ICHB, Bucuresti

Ioan-Laurentiu PLOSCARU IX C.N. A. Lahovari, Ramnicu-Valcea

Rezultatul selectiei seniori pentru BMO 2013 (Cipru) a fost

Nume Clasa | Scoala

Omer CERRAHOGLU XI C.N. Gh. Sincai, Baia Mare
Stefan SPATARU X ICHB, Bucuresti

Simona DIACONU X ICHB, Bucuresti

Marius BOCANU X ICHB, Bucuresti

Paul Gabriel MUSCA XI ICHB, Bucuresti

Andrei Viorel BUD XI ICHB, Bucuresti

Rezultatul final al selectiei juniori pentru jJBMO 2013 (Turcia) este

Nume Clasa | Scoala

Ioan-Laurentiu PLOSCARU IX C.N. A. Lahovari, Ramnicu-Valcea
Teodor-Andrei ANDRONACHE IX ICHB, Bucuresti

Andrei PASA VIII | Colegiul National, Iasi
Ciprian-Mircea BONCIOCAT VII C.N. T. Vianu, Bucuresti
Cristian TELEANU IX Liceul Teoretic Ovidius, Constanta
Filip ION VIII | Scoala 56, Bucuresti

Intr-un final, tarziu simbits seara, au aparut gi rezultatele finale juniori. Dar continutul
Testelor 4 si 5 juniori tot lipseste. Noroc de spionii mei ... in schimb, s-a revenit
din greseala la versiunea veche — de la primul test, din timpul Fazei Finale —
pentru figsierul rezultate seniori, rezultatele finale disparand in ether! O simpla
privire aruncata asupra rezultatului incarcarii acestor fisiere ar fi remediat problema, dar
m-am obisnuit deja cu lipsa oricarui control al muncii in spatiul romanesc.



