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1. INTRODUCERE

Aceasta prezentare, insotita de comentarii asupra Testelor de Selectie de
la Faza Nationala a Olimpiadei de Matematica este, din nou, dupa cum
v-am obisnuit, opinia personald a autorului.

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, si prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt, sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile personale.

2. JUNIORI — TEST 1
Subiectul (1). Fie a,b,c,d >0 cu abed = 1. Ardatati ca

| 1 1 |
<1
atb12 btetr2tetdre dratr2s
GHEORGHE ECKSTEIN

Solutie. Hah, o problema a veteranului Gyuri?!? Solutia 2 oficiala arata ca,
lucru nu rar pentru inegalitati in patru variabile, inegalitatea se ”sparge” in
doud, grupand termenii unu cu trei, si termenii doi cu patru.
1 1 1
. Dar Ved = 1/v/ ab,

+ < +
a+b+2 c+d+27 2v/ab+2 2Ved +2
si atunci valoarea sumei din termenul dreapta de mai sus este 1/2. O operatie

similara pentru ceilalti doi termeni ai sumei initiale produce rezultatul dorit.
Cazul de egalitate este evident pentru ¢ = b, ¢ = d, b = ¢, d = a, deci
a=b=c=d=1.

Din pacate, o inegalitate care se "sparge” este oarecum slaba, cu un grad
de dificultate relativ scazut. O

Avem

Multumirile mele sincere celor cu care am dialogat cu privire la problemele propuse si
la efectele dorite, discutii care au condus la materialul de fata.
!Consultati subiectele in complet, solutiile oficiale si rezultatele acestor teste de selectie
la http://ssmr.ro/onm2013.
1
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Solugie Alternativa. Daca ne chiar vine ideea ”spargerii”, o solutie de forta

bruta vine imediat.
1 a+b+c+d+4

Ctb+2 ctd+2  actadtbetbit2atbterd +4
Dar ac + ad + be + bd > 4{/(abcd)? = 4, deci expresia de mai sus este cel

Avem

mult egala cu =, cu egalitate pentru a = b = ¢ = d = 1. La fel pentru

ceilalti doi termeni. O

Subiectul (2). Se dau greutatile 1 g, 2 g, ..., 200 g si se ascazda cate 100
pe talerele unei balante. Demonstrafi ca se pot schimba 50 de greutdti din
talerul stang cu 50 de greutati din talerul drept, astfel incat balanta sd fie in
echilibru.

Solutie. In limbaj de teoria grafurilor avem un graf G = (V, E) cu multimea
varfurilor V' = {1,2,...,200}, si V = SuUD, SND =0, |S| = |D| = 100.
Ideea este sa luam multimea muchiilor £ = {{u,v} | u,v € V,u+v = 201},
deci |E| = 100. Fie m numarul de muchii care leaga varfuri din S cu varfuri
din D; atunci trebuie ca m sa fie par, m = 2k, si exista 50 — k muchii intre
varfurile lui S g1 50 — k muchii intre varfurile lui D. Daca 2k > 50 putem
crea S’ ca fiind format din capetele a 50 de astfel de muchii, iar D’ = V'\ S’;
dacd nu, atunci 50 — k > 25 si putem crea S’ din capetele a 25 de muchii
din S gi capetele a 25 de muchii din D, iar D' =V \ S’ O

Subiectul (3). In planul unui cerc de centru O si razd r se considerd o
dreapta care nu trece prin O. O lacustd sare dintr-un punct al cercului intr-
unul al dreptei, apoi tnapoi pe cerc §i asa mai departe, lungimea flecarei
sarituri fiind egald cu . Demonstrati ca lacusta poate ajunge in cel mult 8
puncte ale planulus.

Solutie. Este evident de ce dreapta nu trebuie sa treaca prin O; atunci
multimea punctelor unde poate ajunge lacusta este infinita, formata din
centrul gi Intreaga circumferinta a cercului. Solutia oficiala are un desen bun,
si este suficient de bine scrisa pentru a mai adauga aici ceva. Raspunsul de
neasteptatul numar 8 este placut vederii, in aceasta problema de provenienta
probabil ruseasca. U

Subiectul (4). In triunghiul ascutitunghic ABC, cu AB # AC, D este
piciorul bisectoarei interioare din A, iar E si F' sunt picioarele tnaltimilor
din B, respectiv C'. Cercurile circumscrise triunghiurilor DBF si DCE se
taie a doua oard itn M. Aratati cda ME = MF.

LEONARD GIUGIUC

Solutie. Ma stiti deja ... nu produc, ca de obicei, solutii la problemele de
geometrie clasica. O singura observatie — ar fi bine-venita si o solutie care sa
nu se bizuie pe conceptul de axa radicala a doua cercuri, mai putin cunoscut
celor mici ... A bon entendeur, salut! O
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Subiectul (5).
a) Ardtati ca. pentru orice numdr natural nenul n, exista a,b € R\ Z
pentru care mullimea

Ap={a—ba*>—b*a>-b%,... .a" —b"}

contine doar numere naturale nenule.
b) Fie a si b doua numere reale diferite cu proprietatea ca mulfimea

A={d* -V |keN}
contine doar numere naturale nenule. Ardatati ca a si b sunt numere intregi.

Solutie. Un caz clasic de a pune caruta naintea boilor. Altfel decat a ”ghici”
un exemplu pentru punctul a), munca de a-l gasi printr-un ”educated guess”
este in fapt continuta in punctul b). Era poate mai ugor pentru concurenti
daca punctele a) si b) erau inversate. Sa incepem deci invers. (Am ”inrosit”
cuvantul diferite, caci prin cererea ca A sa contind doar numere naturale
nenule se forteaza |a| # |b]).

b) Avem nevoie de a — b = k si a®> — b*> = ¢, cu k,/ € N*. De aici,
0+ K _E—k2
2k

avand acelagi numitor in forma redusa (caci difera printr-un intreg). Fie

l
a+b= 7 si deci a = , deci a gi b sunt numere rationale

. . r .
decia =2 sib=—,cuqeN* prezp>r (pq) = (r,q) =1. Atunci,
q q

pentru orice intreg pozitiv n avem

(p—7) S priri L (p—7) (W"l + ni:j(p”j - 7"’”)?““)

Jj=1

a—b" = =
qr qr

Notand a/ — b = m; € N* pentru orice j € N*, rezulta

i=1
m, =a" —

n—1 . .
(p—r) <m“"‘1 +q mnjq”‘J‘lrj‘1>
b’n

qn
Dar atunci, pentru infinit de multele numere n coprime cu ¢, va trebui sa
avem ¢" | p — r, asadar ¢ = 1, i atunci a si b vor fi numere intregi.

a) Acum este clar cum trebuie alesi a si b pentru un n dat. Este suficient
r

s lugm a = 2 sib=—,cuqe N, preZ,p>r (pq = (rq) =1,
q q

n

1
siq" | p—r; de exemplu b = - gi a = 4 , cu q > 1, pentru a avea
q q

a,b e R\ Z. 0
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3. JUNIORI — TEST 2
Subiectul (1). Ardatafi ca daca a,b,c >0 gi a+ b+ c =3, atunci
a?(b+1)  b*c+1) Ala+1) S5
ab+a+b be+bt+c catcta
MATHEMATICAL EXCALIBUR

Solutie. Una din solutii aplica de doud ori "varianta Titu” a inegalitatii
Cauchy-Schwarz. Cazul de egalitate reiese cu usurinta a =b=c=1. O

Subiectul (2). Ardatati ca suma dintre un numar natural n gi rasturnatul
sau este divizibila cu 81 daca si numai daca suma cifrelor luin este divizibila
cu 81.

ANDREI ECKSTEIN

Solutie. Miezul solutiei este observatia ca 10°4+1071! = 10j+10”1‘ (mod 81)
pentru orice numere naturale 4,7, fie i > j, cdci (10 — 1)(10* — 107) =
9-107(10"7 —1) =0 (mod 81). O

Subiectul (3). Se coloreaza submultimile cu 3 elemente ale unei mulfimi cu
7 elemente. astfel incat oricare doud submultimi disjuncte sa nu aiba aceeast
culoare. Aflati numarul minim de culori necesare.

KOMAL

Solutie. Numarul n = 7 este prea mic; se preteaza la o analiza exhaustiva,
. (7 . . <

caci nu sunt decat (3) = 35 triplete. Problema trebuia data pentru cazul

general n = 2k + 1, unde oricare doua submultimi disjuncte cu k elemente
sa nu aiba aceeasi culoare, ori macar pentru un numar potrivit, mai mare,
de exemplu n = 31.

Pentru cazul k = 2™ —1, n = 2k+1, doua culori nu sunt suficiente. Pentru
fiecare submultime cu k elemente exista k 4+ 1 alte astfel de submultimi,
disjuncte fatd de ea. Dar atunci, daca F este familia submultimilor colorate
cu prima culoare, iar G este familia submultimilor colorate cu a doua culoare,
numarul total de perechi de multimi disjuncte va fi (k + 1)|F| = (k + 1)|G|,
de unde |F| = |G|, imposibil, caci numarul total de submultimi este

2k+1\ (2™ +@2m-1)-2"+ 2™ =2))--- 2"+ 4)--- (2" + 1)
k B 1-2---(2m —0)---(2m — 1) )
impar, caci 2" + £ si 2™ — £ se divid cu aceeasi putere a lui 2, pentru orice
1<e<2m—1.

Un model cu trei culori este precum urmeaza. Distingem doua elemente
x,y, si coloram cu prima culoare submultimile cu k elemente diferite de
x,y (doud cate doua ne-disjuncte, din principiul cutiei), coloram cu a doua
culoare submultimile cu r elemente care 1l contin pe x, si coloram cu a treia
culoare submultimile cu & elemente care il contin pe y (submultimile cu &
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elemente care le contin pe ambele x,y pot fi colorate cu oricare din ultimele
doua culori). Un alt model cu trei culori este precum urmeaza. Distingem
un element x, si coloram cu prima culoare submultimile cu k elemente care il
contin pe x; celelalte vor fi submultimi care nu il contin pe x, si doua culori
sunt suficiente pentru ele, caci ele se partitioneaza in perechi complementare.

Pentru cazul general n = 2k + 1, imposibilitatea a doua culori se poate
arata dupa cum urmeaza. Consideram numerele 1,2,...,2k + 1 ca puncte
pe un cerc. Consideram acum prima grupa de k fiind {1,2,...,k}, apoi o a
doua grupa de k fiind {k+ 1,k +2,...,2k}, imediat adiacenta, apoi a treia
{2k+1,1,...,k—1}, si aga mai departe. Dupa n = 2k+1 pasi, ne intoarcem
la grupa de pornire, dar grupe adiacente sunt disjuncte, deci trebuie colorate
diferit, si astfel prima grupa primeste si a doua culoare, absurd. O

Remarci. Celebra teorema Erdos-Ko-Rado? afirmi ¢& numarul maxim de
submultimi cu r elemente ale unei multimi cu n > 2r elemente, doua cate

n
doud ne-disjuncte, este < ) Atunci, pentru n = 2r 4+ 1, vom avea
r —

-1 2r+1(n—-1 -1
My _ertiimn > 2 " , deci doua culori nu sunt
r r\r—1 T r—1 r—1

. . . . o (T .
suficiente, si aceasta pentru orice r (chiar daca este numar par).
r

Subiectul (4). Se considera triunghiul ascutitunghic ABC' de ortocentru H.
Punctul P este situat pe cercul circumscris triunghivlui ABC. Demonstrati
ca mijlocul segmentului HP este situat pe dreapta lui Simson asociatd punc-
tului P in raport cu triunghiul ABC.

Solutie. Ma stiti deja ... nu produc, ca de obicei, solutii la problemele de

geometrie clasica. Dar puteti gasi o solutie pe wiki, la articolul despre

dreapta lui Simson,® ha ha. Copiii insi n-au facut-o (cu doua exceptii). O
4. JUNIORI — TEST 3

Subiectul (1). Fie n un numar natural nenul. Determinati toate numerele
naturale nenule p pentru care exista numerele naturale nenule

1 < T2 < - < Ty,

astfel tncat

IRISH MATHEMATICAL OLYMPIAD

2ht‘tp ://en.wikipedia.org/wiki/Erd/%C5%91s%E2/80%93Ko%E2/80%93Rado_theorem
3http ://en.wikipedia.org/wiki/Simson_line
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Solutie. Pentru xp, =k, 1 <k <p—1lgiaxp=(n—p+ 1)k, p <k <n, vom

avea pentru orice 1 <p<n
1 2 n -1 n—-p+1
r1 X2 T 1 n—p+1

i

iar deoarece trebuie xj > k pentru orice 1 < k < n avem si

1 2 n
— 4+ =4+ — <,
Ty T2 Tn
deci numerele p cautate sunt {1,2,...,n}. O

Subiectul (2). Determinali numerele naturale nenule x,y, z astfel incdt
7" +13Y = 8%,
LuciAN PETRESCU

Solutie. Avem (—1)* + 1Y =0 (mod 4), deci = este impar. Acum, totul se
reduce la faptul ca 8 = 23, i la proprietiti particulare ale resturilor modulo
13. Avem tabelul de resturi

n|(0|1|2 3|45 (|67 8 |9]|10]| 11 |12
™I 7T110(5 (911 |-1|-7]|-10|-5|-9|-11] 1
118 -1(-8(1]8|-1|-8] 1 |8|-1]|-8]1

si deci singura posibilitate pentru 7% = 8% (mod 13) este £5 = F8 (mod 13),
prin urmare x = 3t, multiplu (impar) de 3. Dar atunci

13¥ = 8% — 7% = (22‘)3 _ (7t)3 — (22 _ 7t)(222 + 2,2715 + 72t)
si, deoarece (2% — Tt,22% + 277t + 72) | 3, rezulta 2° — 7' = 1, evident posibil
doar pentru z = 3, t = 1 (ne uitam modulo 16), cand x = 3, y = 2, z = 3,

§i|7?+132 =8|

Una peste alta, o solutie mult mai lizibila si aerisita decat solutia oficiala.
Efortul de a produce o astfel de solutie nu este irosit, cred (sau sper) ... O

Subiectul (3). Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Aratati ca tangenta
comund exterioard a cercurilor inscrise in triunghiurile ABC' i respectiv
BCD, diferita de BC, este paraleld cu AD.

STEFAN SPATARU
Solutie. No comment. Un singur rezolvitor. Lucrurile stau rau. O

Subiectul (4). Determinati toate numerele naturale nenule n > 2 care au
proprietatea cd existd o permutare a multimii {1,2,...n}
pentru care numerele

a1 +as+---+ag, k=1,2,....n,
dau resturi distincte la impartirea cu n.

EMIL VASILE
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Solutie. O mica nota metodologica. O permutare a elementelor unei multimi
presupune ordonarea elementelor; nu este de aceea indicat sa fie notata,

ca in enuntul original (corectat de mine mai sus), cu {ai,as, ..., an}.
Sa notam s = a; +az + -+ ag, kK = 1,2,...,n. Deoarece trebuie
ak+1 = Sk+1 — Sp Z 0 (mod n) pentru toti £ = 1,2,...,n — 1, rezulta
n(n+1)

obligatoriu a; = n. Apoi, deoarece s, = , rezulta , altfel
sp =51 =0 (mod n). Fie deci n = 2m.

Dar permutarea (a1, ag,...,a2,) = (2m,1,2(m—1),3,...,2,2m — 1) are
proprietatea ceruta, caci pentru 1 < k <m

m k
esyk =2 > j+ Y (2j—-1)=k2m+1);
j=m—k+1 j=1

® 5951 =5 —(2k—1)=k(2m+1)—(2k—1)=k(2m —1)+ 1.

Insd acum

e sy, —su=(k—-0)2m+1)=k—-L#0 (mod 2m);

® Sop_1—So—1 = (k—0)(2m —1)={¢—k #0 (mod 2m);

® sor — S 1 =k(2m+1)—4¢2m—-1)—1=k+{—1%# 0 (mod 2m),
cacil<k+/¢—-—1<2m—1.

Vectorul resturilor este (s1, s2,...,82,) = (0,1,—1,2,-2,....m). O

O problema absolut similara a fost data la Olimpiada Nationald din
Canada, in acelagi an al Domnului 2013. Les grands esprits se rencontrent?

5. SENIORI — TEST 1

Subiectul (1). Fie n > 2 un numdr natural $i an,by,c, numere intregi,
astfel incat (V/2 — 1) = ap + by /2 + cp /4. Sd se arate cd ¢, =1 (mod 3)
dacd i numai daca n =2 (mod 3).

Solutie. (Marian Andronache) Consideram polinomul
f=X-1"—(caX?®+ b, X +ay) € Z[X].

Evident f(4/2) = 0. Deoarece polinomul X3 — 2 este ireductibil in Z[X],
rezulta cd X3 — 2 divide f in Z[X], deci g, = ayn, + by X + ¢, X2 este restul
impartirii polinomului (X —1)? la X3 — 2 in Z[X].

Scriind n = 3¢+r (din algoritmul lui Euclid), deci cur € {0, 1,2}, obtinem
(X—1)" = (X~ 1)3)(X 1) = (X 1)9(X —1)" = (X3—2)g+ (X 1)’
in Zs[X], de unde g, = (X — 1)" in Z3[X]. Prin urmare, ¢, = 0 (mod 3)
daca r € {0,1}, sl ¢, =1 (mod 3) daca r = 2. O

Subiectul (3). Sd se determine functiile injective f: N* — N*| care au
proprietatea cd dacd S este o mulfime finitd de numere naturale nenule,

. 1 - - 1 y
astfel incat Z — este un numar intreg, atunct $i Z —— este un numar
seS 5 seS f(S)

intreg.
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Solutie. Pentru cei care au cunogtinte din teoria Fractiilor Egiptene (unde

. . 1 1 1 L .
identitatea — = + joaca un rol important), problema nu ar
n n+1l nn+1)

trebui sa fie decat un simpatic exercitiu de a introduce aceste cunostinte in
inegalitati potrivite pentru a obtine rezultatul, asteptat de altfel, ca singura
astfel de functie este identitatea lui N*. Cu toate acestea, putini concurenti
au obtinut mai mult decat jumatate din punctajul disponibil. O

Subiectul (4). Multimea S a diagonalelor unui poligon convexr cu 4n — 1
laturi, n > 2, este partitionata in k > 2 mulfimi S1,...,5Sg, astfel incat,
oricare ar fi i st j doi indici distincti, existd o diagonala in S; $i una in
S;, care au un punct interior comun. Sa se determine cea mai mare valoare
posibild a lui k in functie de n.
Solugie. O analizd a primului caz netrivial, n = 2, ne poate sugera ca un
maxim posibil de (n — 1)(4n — 1), jumatate din |S| = %(471 —1)(4n —4),
numarul total de diagonale, poate fi atins. Ca acesta este un maxim potential
reiese imediat din principiul cutiei, caci pentru & > (n — 1)(4n — 1) macar
una dintre multimile S; va fi un singleton, iar numarul maxim de diagonale
care au un punct interior comun cu aceasta singura diagonala se calculeaza
cu ugurinta a fi mai mic decat k — 1.

Un model maximal va trebui deci sa aiba |S;| = 2 pentru toti indicii
1 <i < (n—1)(4n —1). Constructia nu este chiar imediata, dar nici
catastrofal de complicatd. Cu toate acestea, poate si pentru faptul ca timpul
se imputineaza la atingerea problemei 4, o mana de concurenti au obtinut
un punctaj diferit de zero; scorul maxim a fost de 4 puncte. ([l

6. SENIORI — TEST 2

Subiectul (1). Fie a si b doud numere reale distincte, strict pozitive, astfel
incat |na| divide |nb|, oricare ar fi numdrul natural n. Sa se arate
ca numerele a st b sunt intregi.

MARI1US CAVACHI

nb b
Solutie. Manevra clasica este si calculam lim (] = —, caci vom avea
n—oo LnaJ a
nb—1 nb nb
< [nb] pentru n suficient de mare; pe de alta parte girul
na lna]  na-—1

[nb] o T .
este format din intregi pozitivi, deci este constant egal cu un
LnaJ n>1

intreg m > 2 de la un rang incolo, asadar b = ma si [nma| = m|na] pentru
n suficient de mare. Dar atunci na < |na| + —, si cunostinte elementare
m

despre comportarea lui {na} (lemele lui Kronecker sau Weyl, cand a este
irational, si posibilitatile finite, echidistante, cand a este rational) conduc la
faptul ca a (si deci si b) trebuie sa fie numar natural nenul. O
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Solutie Alternativa. (Tran Bach Hai) Fie, ca mai sus, pentru n suficient de
mare, A =na = a+0,a102...q¢...(9) 81 B=nb=ma+0,5182...5;...(2),
cu o € N* si a5, 85 € {0, 1} pentru toti j € N*. Atunci, pentru orice ¢t € N*
avem [2'A] = 2o+ @raz . oy §i [2'B] = 2'ma+ 15, . .. Bi(2), egal cu
m|2'A] = 2'ma +m-arag . @y (e). De aici rezultd oy = f§; = 0, pentru toti
t € N* (caci m > 2), deci A este numar intreg, prin urmare a este numar
rational cu numitor n. Deoarece n este arbitrar suficient de mare, rezulta a
(si atunci si b) numar intreg. O

Subiectul (3). Fie S multimea numerelor rationale de forma
(a3 +a; —1)(a3 +az—1)---(a® +a, —1)
(b3 4 b1 —1)(b3 +bo — 1)+ (b2 + by — 1)’

unde n, a1, a9,...,a,,b1,b0,...,b, parcurg multimea numerelor naturale ne-
nule. Sa se arate ca multimea S contine o infinitate de numere prime.

Solutie. O veche conjectura a lui Bunyakovsky este ca, sub conditii evidente,
un polinom f cu coeficienti intregi ia infinit de des valori prime. Nu se
cunoagte in afirmativ decat cazul deg f = 1 (teorema lui Dirichlet). Un caz
special este conjectura F a lui Hardy si Littlewood, pentru cazul deg f = 2.
Polinomul f(z) = 22 4+ x — 1 este de acest tip.

Problema de fata incearca deci sa gaseasca o forma mai slaba, demonstra-
bild, a acestor idei. Daci am fi lucrat cu polinomul g(z) = 22 + 1, se stie
(si este ugor de demonstrat) ca orice factor prim p al lui g(n) este p = 2 sau

N 5241
p=1 (mod4). Dar2=12+41,5=22+1,in timp ce 13 = [y Aceasta
sugereaza o inductie pentru a arata ca pentru orice numar prim (distins)
p =1 (mod 4) exista liste finite N i M de numere intregi pozitive, astfel

incat
[1 g(n)
neN

I1 g(m)

meM

In problema de fatd, numerele prime distinse sunt 5 si p = £1 (mod 5).

O mica scapare 1n solutia oficiala este lipsa observatiei ca, deoarece avem
=12 41 — 1, putem intr-adevir presupune ci avem tot atatia factori la
numaritor, cit si la numitor; din fericire, cici pentru g(z) = x? + 1 acest
lucru n-ar mai fi fost posibil! O

Subiectul (4). Fie k un numar intreg mai mare sau egal cu 2. Sda se
construiascd o multime infinita A de multimi de numere naturale, care
indeplineste simultan urmatoarele doud conditii

(a) oricare k multimi distincte din A au exact un element comun; i

(b) oricare k + 1 multimi distincte din A au intersectia vida.

ANDREI CIUPAN
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Solutie. Exact cazul exclus k = 1 ne sugereaza ideea. Atunci elementele lui
A sunt singletoane, si (b) este trivial indeplinita.

Familia P a partilor cu k elemente ale lui N este evident numarabila;
putem indicia o astfel de submultime K = {nj,ng,...,n;} C N cu indicele
ig = 2™ + 2™ 4 ... 4 2" Consideram acum, after a fashion, multimile
"duale” A, = {ix | n € K, }, pentru orice n € N. Oricare doua astfel de
multimi A, si A, sunt evident disjuncte, caci exista parti cu k elemente ale
lui N care separd p si q. Dar atunci familia A = {A, | n € N} satisface
ambele conditii, In mod trivial

k
(a) ﬂ Ay, ={ik}, unde K = {ny,ng,...,ng};
i=1
k+1
(b) ﬂ A, CHig}n{ix} =0, unde in plus K/ = {ng,n3,...,ngy1}. O
i=1

7. SENIORI — TEST 3

Subiectul (1). Fie a si b doud numere naturale distincte libere de patrate.
Ardtati ca exista c > 0 astfel incdt

c
[{nva) - {nvb}| > =,
pentru orice numdar natural nenul n.

Solutie. Numirul A\ = \/a — /b este un intreg algebric de grad 4; polinomul
sau minimal este

H(xi\/aj: Vb) =2t = 2(a + b)z? + (a — b)? € Z[z].

Conditia ca a,b s fie libere de pitrate este pentru a asigura ci vab este
irational, si deci gradul lui A este 4. Teorema de aproximare Liouville afirma
ca pentru un numar algebric A de grad d exista o constanta reala pozitiva c
astfel Incat
m c
A2l
pentru orice intregi pozitivi m,n, deci in cazul nostru [pA —m| > %,

adica min{{nA},1 — {nA}} > % Dar aceasta este evident echivalent cu
n

{nv/a} — {nv}| > 5. O

Din teorema de aproximare Thue-Siegel-Roth rezulta chiar mai mult,
anume ca pentru orice € > 0 exista o constanta reala pozitiva c(e) astfel
incat

c(e)

n2+a )

’A—T(>
n

c(e)

nl-i—a :

gl atunci [nA —m| >
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Pe de alta parte, teorema de aproximare Dirichlet afirma ca ecuatia
m 1
P
n n

este satisfacuta pentru infinit de multe numere intregi m, n, deci exponentul
2 + ¢ este cel mai bun posibil.

Ma intreb despre rostul acestei probleme ... Desi unii au cautat sa ma
convinga de beneficiul ei, nu prea ma las convins ca este apropriata.

Subiectul (2). Fie v un cerc si P un punct in planul sau, exterior lui .
Doud drepte variabile, ¢ si V', care trec prin punctul P, intersecteazd cercul
v in punctele X siY, respectiv X' si Y, astfel incat X este intre P s1Y ssi
X' iintre P siY'. Sd se arate cd dreapta determinatd de centrele cercurilor
PXY' si PX'Y trece printr-un punct fiz.

G. BuicLiu, Problema 777, GM-B

Solutie. Problema se afla initial pe lista de probleme destinate testelor de
juniori, cu mentiunea ”prea grea”. Na, ca am ajuns sa folosim probleme din
i.e.n., cum cineva, undeva, comisese comentariul acesta hazliu.

Erorile de semne diacritice nu apartin insa generalului Buicliu, cred ...

Simetrizand oricare dintre configuratii fata de dreapta PO, care trece prin
P si centrul O al cercului v, noua linie a centrelor va fi si ea simetrica celei
vechi fata de PO, deci punctul fix 2 va trebui sa se afle pe dreapta PO, iar
pozitia sa poate fi precizata dintr-un caz particular, ca fiind centrul cercului
circumscris triunghiului format din P si punctele de tangenta la v din P
(triunghiul format de tangentele din P si polara lui P). Dar acesta este
chiar mijlocul segmentului PO.

Urmatoarea solutie a fost datd in GM-B (printre altii de I. Sanielevici).
Printr-o inversiune convenabila de pol P, cercul v ramane invariat, cele doua
cercuri circumscrise se transformi in dreptele XY’ si XY, iar al doilea
punct @ de intersectie al celor doud cercuri circumscrise (punctul Miquel)
se transforma in punctul Z = XY’ N X'Y. Locul geometric al lui Z fiind
polara lui P fata de v, este transformatul cercului avand PO drept diametru.
Linia centrelor din figura originala este deci mediatoarea lui PQ, si trece prin
mijlocul segmentului PO. U

Subiectul (3). Sa se determine cel mai mare numdr intreg r, care are
proprietatea ca printre oricare cinci submulfimi de cardinal 500 ale mulfimii
{1,2,...,1000}, exista doud care au in comun cel putin r elemente.

Solutie. Inci o problema-degeu a (listei "lungi” a) concursului Master of
Mathematics din martie 2013. Tocmai ce imi notasem, cand o vazusem, ca
speram sa fie aruncata la o parte, caci, desi in enuntul sau original era vorba
de sase submultimi, problema este o repetare a problemei cu ”haina peticita
a cersetorului” din cartea lui A. Engel. Iata cd a fost acum refolosita, chiar
in versiunea din Engel, cu cinci submultimi!
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Sa lucram cu o multime A avand |A| = 2n elemente, si cinci submultimi
A; C A avand |4;| = n pentru 1 < i < 5. Notam cu ay, 0 < k < 5, numarul
elementelor lui A continute in exact k dintre submultimile A;. Atunci

Al = ap+ a1+ @+ a3+ a4+ as = 2n
Z ‘Az’ = a1 + 200+ 3a3+ 4dag +  bas = dn
1<i<5
Z |A; N Al = as + 3agz + 6ay + 10as = M
1<i<j<5

Rezulta ca

dn =2 |Ai| = 3|Al = M — (3ag + a1 + oy + 3a5) < M,
1<i<5

4
prin urmare exista indicii 1 <4 < j < 5 astfel ca |[4; N A;| > 0= 5
Egalitate apare pentru ag = a3 = aq4 = a5 = 0, cand

a2 + ag = 2n i 200 + 3az = 5n,

adica as = a3 = n. Ca sa poata fi obtinuta lucrand cu numere intregi,
avem nevoie de 5 | n. Daca avem si 2 | n, atunci un simplu model apare —
consideram 10 molecule formate fiecare din n/10 atomi, indexate prin cele 10
dublete {i,j} C {1,2,3,4,5} si 10 molecule formate fiecare din n/10 atomi,
indexate prin cele 10 triplete {i,j,k} C {1,2,3,4,5}, si atribuim fiecare
molecula acelor submultimi Ay cu £ € {i,5} si/sau ¢ € {3, j, k}.

2
Atunci [Ag| = 4(n/10) +6(n/10) = n si |A;NA;| = n/10+3(n/10) = E”

In cazul nostru, pentru n = 500, rezulti ci |A; N Aj| > 200, cu model

pentru 200, deci . U

Cu atat mai surprinzator este faptul ca, pentru cei 25 cei mai buni
7olimpici” din tara ramasi in cursa, vectorul notelor a fost

(CL7, ae, a5, a4,0a3, a2, at, (10) = (27 ]-7 07 07 17 37 17 17)7

cel mai prost din concurs (mai scazut chiar decét cel de la problema 4, care
este un exercitiu de tehnica algebrica destul de dificil).

Remarca. Daca am avea sase astfel de submultimi, acelasi rezultat este
obtinut (prin aceleagi metode), cu egalitate pentru ag = 0 §i as = 2n.
Ca sa poata fi obtinuta lucrand cu numere intregi, avem nevoie de 5 | n.
Daca avem si 2 | n, atunci un simplu model apare — consideram 20 de
molecule formate fiecare din n/10 atomi, indexate prin cele 20 de triplete
{i,7,k} € {1,2,3,4,5,6}, si atribuim fiecare molecula acelor submultimi A,
cul e {i,j,k}.
Atunci |[Ag] = 10(n/10) = n si |A; N A;] = 4(n/10) = %”
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Subiectul (4). Fie f si g doud polinoame cu coeficienti intregi, astfel incat
deg f > degg si deg f > 2. Sa se arate ca, daca existd o infinitate de
numere prime p, astfel incat polinomul pf + g are o radacindg rationald,
atunci polinomul f are o radacina rationald.

Solutie. Fie r, = % (cu (ap,bp) = 1) o radacina rationala a lui pf + g.

Deoarece evident hm 0 (cu z € C), rezulta ca multimea valorilor

rp este mérginita

Fie o coeficientul dominant al lui f; atunci b, | pa. Daca intr-o infinitate
de cazuri s-ar intampla ca b, | «, atunci numarul valorilor r, corespunzatoare
este finit, deci vor exista doua numere prime distincte p,q cu r, = ry =1,
dar atunci (p — q)f(r) = 0, deci f(r) = 0. Daca nu, inseamna ca, in
afara de un numar finit de cazuri, p | b,, deci b, = pcp, cu ¢, | o, si
deci pepx — a,, | pf(x) + g(x), asadar pf(z) + g(z) = (pepr — ap)hp(z), cu
hyp(z) € Z[z] (din lemma lui Gauss). Atunci intr-o infinitate de cazuri vom
avea ¢, = ¢, constant, si coeficientul dominant al lui h, va fi constanta a/c.

Radacinile (complexe ale) lui h, fiind marginite in modul, din relatiile
lui Viete rezulta ca gi coeficientii sai sunt marginiti; fiind numere intregi,
inseamna ca iau un numar finit de valori, deci h, = h, un acelasi polinom,
intr-o infinitate de cazuri. Atunci vor exista doua numere prime distincte
p, q pentru care h(x) | (p — q)f(z). Deoarece degh = deg f — 1, rezulta ca f
are un factor de grad 1, si deci are o radacina rationala. ([l

8. INCHEIERE

Nu numai ca site-ul SSMR nu socotegte necesara folosirea diacriticelor pe
pagina consacrata Testelor de Selectie, dar mananca si litere — formularea
”in urma rezulatelor” suna aproape obscen ®. Nu-i nimic, nici enunturile
problemelor nu sunt totdeauna scutite de acest benign viciu ...

Fara punctele de carry-over de la clasa, rezultatele de la Seniori sunt cam
proaste, n’est-ce-pas? (desi nu chiar atat de slabe ca anul trecut). Si pentru
ca vorbim de carry-over, sa clarificim modul sau de calcul. La fiecare clasa
punctajul maxim posibil este 4-7 = 28 de puncte. Fie m < 28 punctajul celui
mai bine clasat la acea clasa, si fie s scorul oricaruia dintre concurentii de la
acea clasa. Sistemul de carry-over prevede acordarea unui punctaj maxim
de 20 de puncte catre testul de selectie, indiferent de valoarea lui m. Eram
sub impresia ca se va aplica o banalad regula-de-trei-simpla, care va calcula
o valoare proportionala a punctajului ¢(s) de carry-over care inlocuieste

punctajul s de la clasa, data de formula ¢(s) = 20 - S 20 (1 _nz S).
m m

Intr-adevir, vom avea atunci ¢(m) = 20 i (0) = 0, ceea ce pare rezonabil.

. m—s
In realitate, formula in uz a fost 7(s) =20 ( 1 — 28)’ pentru care avem
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m
T(m) =20 si 7(0) = 20 (1 - %> > 0 (egalitate cu 0 numai daca m = 28).
Un prim efect imediat este ca 7(s) > t(s), cu egalitate numai daca m = 28,
si cu discrepanta cu atat mai mare cu cat m este mai mic decat 28, ceea ce
produce o inflatie a punctelor de carry-over, si in acelasi timp o diminuare
a diferentelor de carry-over intre participanti. Cui prodest?

Subiectul 1, Test 1, de la Seniori s-a dovedit a fi 0 non-problema — dintre
primii 25 clasati, toti au luat punctaj maxim 7/7, mai putin unul, cu 5/7 !
Cel putin, se pretinde original, fiind propus de o pereche de notorii autori
romani ... Sunt in masura sa confirm ca subiectele 2,3 si 4 din Testul 1 Seniori
au fost Imprumutate din aceeasi lista suplimentara, de probleme de
schimb pentru concursul Master of Mathematics din martie 2013.
Este nu numai periculos de a imprumuta astfel probleme dintr-un acelasi
document ... dar si putin cam penibil pentru originalitatea testului. De
altfel, si alte probleme din aceeasi lista si-au gasit si ele locul in acest an.
Ou sont les neiges d’antan?



