PREZENTARE CONCURSUL "CUPA DUNARII"
CALARASI 2014

ABSTRACT. Presentation with solutions for the problems asked at the
Juniors and Seniors Tests of the Danube Cup competition, Calarasi 2014.

Data: 20 octombrie 2014.
Autor: Dan S — Bucuresti.

Il faut imaginer Sisyphe heureur.!

0. INTRODUCERE

Aceastd prezentare, insotitd de comentarii si de solutii ale autorului,
asupra Testelor Juniori gi Seniori de la concursul Cupa Dunarii, Calarasi
2014, este, dupd cum ne-am obignuit, opinia personala a autorului.”?

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive
din enunturile originale, si prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt; sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile personale.

1. TEsTUL CUPA DUNARII — JUNIORI
+ +r r+
p+q i q ; 4 p

Subiectul (1). Determinati numdarul natural a = , unde

P, q §t 1T sunt numere prime

LuciAN PETRESCU

Solutie. Dacd p = ¢ = r atunci . Daca p = ¢ # r atunci trebuie
pr | 2(p? +7?), deci p | 2r? si 7 | 2p?, imposibil. Daca p, ¢, r sunt distincte
atunci trebuie pgr | pg(p + q) + qr(q + r) + rp(r + p), deci p | gr(q + r),

q|rp(r+p),r|pelp+q),adicaip|qg+r,q|7+p, r|p+q Prin urmare
1
pgr | p+q+r, de unde pgr < p+q+r, adicd - > — + — + — > 1,
, - 4 pg qr rp
imposibil. (I

Remarca. Un prim defect este folosirea cuvantului articulat numarul, ceea
ce deja sugereaza cd raspunsul este unic. Iar apoi, manipularile pentru a

ajunge la acest raspuns sunt atat de triviale, ca nu le-as vedea cerute nici la
un extemporal de clasa. Nu inteleg deloc rezultatele obtinute in concurs ...

'Albert Camus — Le mythe de Sisyphe.
2Consultati site-ul http://www.scoalabcalarasi.ro/barbilian.php pentru rezultate.
Enunturile si solutiile oficiale nu au fost incé incircate nicaieri, nici pe site-ul SSMR.
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Subiectul (2). Numim cuvdnt o succesiune de litere {10y ... 0y, n > 1. Un
cuvdnt se numeste palindrom daca ly, = €, _gy1, pentru oricare 1 < k < n.
Se considerd un cuvant X = {14y ... la014, in care b, € {A, B}, pentru oricare
1 < k <2014. Demonstrafi ca sunt suficiente 806 cuvinte palindrom pe care
sd le "lipim" astfel incdt sd obtinem cuvdntul X .

CRISTIAN LAZAR

Solutie. Intreg misterul problemei se limureste daci facem simpla observatie
cd 806 = — - 2010 + — - 4. Dacd aratam ca orice cuvant de lungime 4 sau 5 se

poate obtine prin "lipirea" a cel mult 2 cuvinte palindrom, rezultatul decurge,
segmentand cuvantul X in 402 cuvinte de lungime 5 si unul de lungime 4. In
cele ce urmeaza putem presupune prima literd a fi A.

Avem AAAA = (AAAA), AAAB = (AAA)(B), AABA = (A)(ABA),
AABB = (AA)(BB), ABAA = (ABA)(A), ABAB = (A)(BAB), ABBA =
(ABBA), ABBB = (A)(BBB).

Singurele cuvinte de lungime 5 de interes raman AABAA = (AABAA),
ABBBB = (A)(BBBB), ABBBA = (ABBBA), ABBAB = (ABBA)(B
ABBAA = (ABBA)(A), ABABB = (ABA)(BB), ABABA = (ABABA),
ABAAB = (A)(BAAB), ABAAA = (ABA)(AA). O

);
)

Remarci. Raméane de vazut daca acest numar 806 nu poate fi diminuat.
Existd doar doud cuvinte de lungime 6 care incep cu litera A si pentru care
trebuie s& "lipim" 3 cuvinte palindrom, anume AABBAB si AABABB, dar
s-ar putea face o analizd mai detaliatd pentru a vedea efectul existentei a
multe astfel de subcuvinte in X ... La prima vedere, numarul 806 pare a
putea fi diminuat, dar analiza va fi cel putin plicticoasa.

-~

Subiectul (3). Se considera triunghiul ABC, m(A) < 90°, AB # AC. Se
noteaza cu H ortocentrul triunghiului ABC, cu N mijlocul segmentului [AH],
cu M mijlocul segmentului [BC| si cu D punctul de intersectie a bisectoarei

unghiului BAC cu segmentul [MN]. Demonstrati ca m(A/DT{ ) =90°.

selectatd de MIRCEA FIANU




Solutie. (Laurentiu Ploscaru) Fie E, respectiv F', picioarele iniltimilor din
B, respectiv C'. Observam ca M gi N sunt centrele cercurilor in care sunt
inscrise patrulaterele BCEF, respectiv AEHF'; prin urmare dreapta M N
este mediatoarea segmentului [EF]. Dar atunci punctul D este intersectia

dintre mediatoarea lui [E'F] si bisectoarea unghiului EAF , de unde reiese ca

D € ©(AEF). Cum AH este diametru in acest cerc, rezultd cd unghiul ADH
este drept. O

Remarca. Notatiile sunt stranii; odata se vorbeste de méasura unghiului A,
—_—

iar altddatd despre unghiul BAC, de parca n-ar fi acelagi unghi ... Tar semnele
de "unghi" se pare ca nu au fost "recunoscute" de imprimanta, si acest fapt
n-a fost remarcat, aga incat foile de concurs arata ca dracu’ ...

Subiectul (4). Se considera numerele reale ay,as,...,as, alc caror sumda
este egald cu 0. Aratati cd, printre perechile (a;,a;), 1 < i < j < 2n, existd
cel putin 2n — 1 perechi cu proprietatea ca a; + a; > 0.

selectatd de CRISTIAN MANGRA

Solutie. (Laurentiu Ploscaru) Este arhicunoscut faptul ca cele n(2n — 1)
perechi formate cu elemente dintr-o multime cu 2n elemente pot fi grupate in
2n — 1 familii cu cate n perechi fiecare, in fiecare din aceste familii reuniunea
elementelor perechilor sale fiind formata din toate cele 2n elemente. Aceasta
se poate reformula de exemplu prin existenta unei agende de 2n — 1 runde de
cate n meciuri, in care 2n echipe se intalnesc fiecare cu fiecare.?

Or, in cazul nostru, din moment ce suma elementelor perechilor din
fiecare familie este suma tuturor celor 2n numere, deci 0, inseamna c& mécar
una dintre perechi are suma elementelor cel putin egala cu 0. U

Remarca. Nu pot fi garantate mai mult de 2n — 1 astfel de perechi; daca
doar a; > 0, avem exact 2n — 1 astfel de perechi, anume (a1, ag), 2 < k < 2n.
La fel se demonstreaza ca exista cel putin 2n — 1 perechi cu suma elementelor
cel mult egald cu 0. Sa observam si ca rezultatul nu mai raméne neaparat
adevarat pentru un numar impar N = 2n + 1 de numere; de exemplu pentru
N = 3, cu numerele 5,5, —10 putem forma doar o singura pereche cu suma
ne-negativa, gi nu N —1 = 2. Rezulta insa imediat ca vor exista cel putin N —2
astfel de perechi. Desi problema este atractivd, esenta ei este "re-vopsirea"
unui rezultat clasic.

3Pentru conformitate, prezentarea algebrica a celor 2n—1 runde este dupd cum urmeaza.
Runda k, 1 < k < 2n — 1, este formatd din perechile {i,j5} cu i+ j = k (mod 2n — 1),
1 <i# j<2n—1, mai putin pentru acel 1 <r <2n—1 cu r = nk (mod 2n — 1) (cand
am avea r +r =k (mod 2n — 1)), pentru care se formeazi perechea {r,2n}.

Mult mai estetic placutd ochiului este geometrizarea solutiei. Asociem primelor 2n — 1
elemente varfurile unui poligon regulat cu 2n — 1 laturi. Etichetam si laturile cu numerele
1,2,...,2n—1. Atuncirunda k, 1 < k < 2n—1, va f{i formata din perechile (de varfuri) care
sunt capetele laturii etichetate k si ale diagonalelor paralele cu ea; raméane ne-imperechiat
varful opus, pe care il punem in pereche cu elementul 2n.
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Vad ca s-a revenit la prostul obicei de a mentiona autorii problemelor
pe foile de concurs (desigur, toate creditele cuvenite trebuie date in cadrul
prezentarii solutiilor). Rezultatele Testului Juniori nu sunt concludente, desi
au participat 19 concurenti, dintre care 16 din Roménia. Problemele au
fost relativ ugoare — poate nici macar de dificultatea unui obignuit test de
selectie jJBMO. Cu toate acestea, mai ales subiectul 4 a creat unele probleme
participantilor, dupd cum se vede mai jos. Scorul cel mai mare a fost 25/28.

Subiect/Puncte | 7—6 |5 —4[3—-2]1-0
1 6 3 3 7
2 7 1 1 10
3 7 3 1 8
4 4 0 3 12

2. TESTUL CUPA DUNARII — SENIORI

Subiectul (1). Doud cercuri secante Cy, Co au punctele comune A si A’.
Tangenta in A la Ci taie Co in B, tangenta tn A la Cy taie Cy in C, iar
dreapta BC' taie din nou Cy si Co in Dy, respectiv Do. Se considerd punctele
Ey € (ADy) si Ey € (ADy), astfel incat AEy = AE,. Dreptele BE, si AC' se
intersecteazd in punctul M, dreptele CEo si AB se intersecteazd in punctul
N, iar dreptele M N si BC' se intersecteazd in punctul P. Ardtai cd PA este
tangentd la cercul circumscris triunghiului ABC.

Solutie. Rareori am vazut un enunt mai aglomerat! Oricum nu am eu tragere
de inima in a analiza problemele de geometrie, dar de asta fug ca dracul de
agheasma. O

Subiectul (2). Fie S o mulfime de numere naturale nenule, astfel incat
\Vz] = [\/y], oricare ar fi elementele x si y ale lui S. Aratati ca produsele
xy, unde x,y € S, sunt distincte doud cite doud.

Solutie. Fie m > 1 valoarea comuna. Atunci S C {m? m?+1,...,m?+2m}.
Fie x = m2+i, y = m?2+j, 2 = m?+k, t = m?>+4, cui, j, k, 0 € {0,1,...,2m},
{i,jy N {k, 0} =0, 2y = 2t. Atunci trebuie m?((i + j) — (k + ¢)) = kl — ij.
Fard a restrange generalitatea putem presupune k¢ > ij (evident nu putem
avea (i +j) — (k+/£) = 0=kl —ij, caci atunci {7, 5} = {k,¢}). Avem atunci
m? <kl —ij <4m? deci 1 < (i+7j) — (k+0) <4, si exista A € {1,2,3,4}
astfel incat k¢ = dm? +ij si k + ¢ = (i + j) — . Discriminantul ecuatiei de
gradul 2 de radacini k si £ va i A = (i + )% — 2A(i + 7) + A2 — 4 m? — 4ij,
adica A = ((i — 7)? — 4 m?) — M(2(i +j) — \).

Din k¢ > m? +ij > m? rezultd k + ¢ > 2kl > 2m. Atunci 1+ >
kE+¢+4+1>2m+1 duce la min{i, j} > 0, si atunci (i — j)? < 4m? < 4Am?.
Finalmente A < —A(2(i +7) = A) < =A22m+1) — ) < =A6—- 1)) <0,
ceea ce neag realitatea radécinilor k, £. Prin urmare zy # zt, deci produsele
xy, unde x,y € S, sunt distincte doua cate doua. O
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Subiectul (3). Aratali ca, oricare ar fi numdrul intreg n > 2, existd o
multime de n numere intregi compuse, coprime doud cdte doud, care formeazd
o0 progresie aritmeticd.

Solutie. Deja Wactaw Sierpinski cerea, in Problema 52 din cele 250 "Probleme
Elementare" ale sale, gésirea unei progresii aritmetice oricat de lungi, cu
termenii doi cate doi coprimi. Solutia prezentata acolo era de a lua progresia
{14+ k-n!'|1<k<n} Nuneramane decit si addugdm o mica variatie
i sofisticare. Fie 2 = p1 < p2 < -+ < oy <10 < Pl < o+ < Pmtn
incadrarea lui n intre termenii girului numerelor prime. Consideram sistemul
de congruente x = 1 (mod pip2---pm) si ¢ = —k - n! (mod p?m_k) pentru
1 < k <n. Din Lema Chineza a Resturilor, sistemul admite un intreg pozitiv
a drept solutie, i vom considera progresia {a + k-n! |1 <k <n}.

Acum, przn Tk | @ + k- n!l, deci termenii ei sunt numere compuse, iar
pentru 1 < i # j < n, dacd ar exista un astfel de numér prim p pentru care
plecmm.d.c.(a+i-n!,a+j-nl), atuncip | [(a+i-n!)—(a+7-n!)| = |i—j|nl.
Dar 1 < |i — j| < n, deci am avea p < n, agadar p = py pentru un 1 < ¢ < m,
iar atunci py | i-n! si deci pp | (a +i-nl) —i-n! = a, absurd. Prin urmare
termenii progresiei sunt doi cate doi coprimi. O

Remarca. Metoda este o aplicatie clasica a Lemei Chineze. Desigur, o astfel
de progresie infinita {a + kr | K > 1} (cu r # 0) nu poate exista nici macar
sub conditia mai restransa a lui Sierpinski, deoarece pentru un numar prim ¢
care divide a +r am avea si ¢ | a + (¢ + 1)r.

Subiectul (4). Fie n un numar natural nenul si fie A\ triunghiul cu varfurile
in punctele laticiale (0,0), (n,0) si (0,n). Determinati cardinalul mazim al
unei multimi S de puncte laticiale situate tn interiorul sau pe bordul lui A\,
astfel incat segmentul determinat de oricare doud puncte distincte din S sa
nu fie paralel cu niciuna dintre laturile lui A\.

Solutie. Fiecarui punct laticial (x,y) din interiorul sau de pe bordul lui A ii
asociem tripletul (x,y,n —x —y), avind 0 < z,y si * + y < n (coordonate
triliniare). O astfel de multime S = {(a;,bi,c;) | 1 < i < N)} are deci
proprietétile

® a;,b;,c; € N, pentru orice 1 < i < N;
® a; + b; + ¢; = n, pentru orice 1 <17 < N;
® a; # aj, b; # bj, ¢; # cj, pentru orice 1 <7 # j < N.

Ni se cere si determindm valoarea N3(n) = maxN. O interpretare
combinatorica alternativa poate fi si dupd cum urmeazé — trebuie determinat
numéirul maxim de "nebuni" (ca la gah), care nu se ameninta unul pe celilalt,
situati in noduri ale retelei obtinute prin partitionarea triunghiului A in n?
mici triunghiuri (dreptunghice de catetd 1) prin paralele la laturile lui A.

Raspunsul este ’Ng(n) =[2n/3| +1

, dupd cum urmeaza.




N
Avem Z(ai + b; + ¢;) = Nn pe de o parte, si

i—1
N N N N
3N(N —1)
it+bitc) = i b; > b (N=1)) = 22— )
;(%L +ci) ;ant; +;c 304+ +(N—1)) ;

pe de altd parte, céici fiecare valoare poate apare cel mult cate odatd pentru
3(N —1 2
fiecare dintre coordonate. Rezulta deci can > (2), adica N < {;J +1.

Modele maximale posibile sunt dupa cum urmeaza

e pentru n = 3m, putem lua tripletele (0,m,2m), (1,m + 1,2m — 2),
ey (m,2m,0),(m+1,0,2m —1),(m +2,1,2m — 3),...,(2m,m — 1,1).

e pentru n = 3m+1, putem lua tripletele (1,m,2m), (2,m+1,2m—2),
.oy (m+1,2m,0),(m+2,0,2m—1),(m+3,1,2m—-3),...,2m+1,m—1,1).

e pentru n = 3m — 1, putem in fine lua tripletele (0,m + 1,2m — 2),
..y (m—=1,2m,0),(m,0,2m — 1), (m+1,1,2m —3),...,(2m —1,m — 1,1).
Cu aceasta, demonstratia este completa. O

Remarci. S-a mai intamplat si in trecut cu una dintre problemele mele.?
Aceasta, dupa o idee si un caz particular al lui Vasile Pop, generalizata chiar
la k-upluri (in loc de triplete), a fost propusa pentru Olimpiada Internationala
din 2009, ajungand pe Lista Scurta, in exact aceastd versiune cu k = 3 (cazul
extrem k = n este si el o versiune simpla, placutd ochiului, pentru care
Ny,(n) =3, iar Na(n) = n + 1 este trivial, la fel ca i Nap(n) = 2). Vezi

http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?p=1932924

De altfel, problema a fost intrebatid — in toata generalitatea ei — ca
Problema 4 la concursul "Scoala cu Ceas" de la Ramnicu Valcea 2010; vezi
de exemplu RMC 2010, paginile 39 si 150-151.

Daca cei ce au selectionat problema pentru acest concurs de la Calarasi
erau la curent cu toate acestea, raméne totusi o decizie chestionabila. Daca
nu, si nu au stiut sa vada sub formularea de fata (putin diferitd) izomorfismul
cu problema din trecut, este inca mai grav.

Au participat 31 de concurenti, dintre care 26 din Roménia. Problemele
au fost relativ ugoare — poate nu chiar de dificultatea unui obisnuit test de
selectie IMO. Cu toate acestea, mai ales subiectul 4 a creat enorme probleme
participantilor, dupa cum se vede mai jos (vezi si comentariul extins de la
aceastd problema; sa fi fost si sindromul "Problema 4"?7). Scorul cel mai
mare a fost 22/28. In mod necaracteristic, primele doud locuri ez-equo au
fost ocupate de doi elevi din Chigindu! (desigur, cei mai buni dintre elevii
roméni au lipsit, dar totusi ...); dupa corecturd li s-a adaugat gi un romén.

ATot la Caléaragi, in 2010, a fost reutilizata ca Problema 1 cerinta de a determina acele
numere intregi n > 3 pentru care poligonul regulat cu n laturi poate fi descompus in
triunghiuri isoscele, prin diagonale care nu se traverseaza; vezi de exemplu RMC 2011,
paginile 63-64. Problema a fost initial intrebatd la un concurs IMAR de prin 2005/2007.
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Subiect/Puncte | 7—6 |5 —4[3—-2]1-0
1 20 0 5) 6
2 17 4 ) 5
3 12 1 1 17
4 0 0 1 30

3. INCHEIERE

Lipsesc solutiile oficiale (i nici macar enunturile nu sunt postate); un
concurs nu devine educativ decat atunci cind concurentii, dupa ce au avut
poate dificultati cu unele probleme, pot invata multe din solutiile oficiale,
care trebuie sa fie un model de claritate, cu metode alternative si trimiteri la
alte rezultate teoretice ... Rezultatele au aparut noaptea tarziu, la

http://www.scoalabcalarasi.ro/barbilian.php,

dar nu si pe site-ul SSMR (spre deosebire de anul trecut; bunele obiceiuri
dispar la fel de repede cum au si aparut, ca ciupercile inainte si dupa ploaie).
Mai mult, a doua zi a aparut o versiune "corectatd", cu cateva schimbari
spectaculoase de note ©.

Este de o induiosatoare ironie faptul ca aceste materiale ale mele nu sunt
citite tocmai de cétre cei care le-au starnit. De acolo gi aluzia livrescad din
motto; nu-mi raméne decat satisfactia lucrului bine-facut, oricat de repetitiv
si lipsit de urmari. Dixi, et salvavi animam meam.



