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1. INTRODUCERE

Aceasta prezentare, insotitd de comentarii gi de solutiile originale ale
autorului, asupra Testului Juniori, precum si a unor probleme spicuite de la
concursurile pe clasid (gimnaziu) de la concursul Caldragi 2012, este, dupa
cum ne-am obignuit, opinia personald a autorului.!

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive
din enunturile originale, si prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt, sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile personale.

2. TESTUL CUPA DUNARII — JUNIORI

Subiectul (1).

a) Aratati ca, oricare ar fi a,b,c € N, numerele ab+ 1, be+1 si ca+ 1
nu pot fi simultan pdtrate perfecte pare.

b) Ardatafi ca exista o infinitate de numere naturale distincte doud cdte
doud a,b,c si d, astfel inciat numerele ab+ 1, bc+ 1, cd + 1 si da + 1 sa fie
simultan pdtrate perfecte.

Solutie.

a) Patratele perfecte pare sunt multipli de 4. In acest caz am avea
ab,bc,ca = —1 (mod 4), deci (abc)? = (ab)(bc)(ca) = —1 (mod 4), absurd.

b) Luand d = 0, avem cd+1 = da+1 = 12 pentru orice a, b, ¢, deci este
suficient si gdsim numere naturale nenule distincte a, b, ¢ astfel incat ab + 1
si bc + 1 si fie simultan péatrate perfecte. S& luam atuncia=n—2,b=nsi
c=n+ 2, pentru n > 2 natural. Vom avea ab+ 1= (n —2)n+1= (n—1)?
sibc+1=n(n+2)+1=(n+1)>2 O

!Consultati problemele si solutiile oficiale ale Testului Seniori, precum si enunturile
complete la probele pe clasi (gimnaziu numai), de asemenea rezultatele complete, la
http://ssmr.ro/activitati/concursuri/Ion_Barbu_2012.
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Solutie Alternativd.
b) Un triplet (p,q,r) de numere naturale (distincte), cu proprietatea
ca pg+1, qr + 1 si rp+ 1 sunt simultan patrate perfecte, produce, ludnd

s=p+q+r+2pgr—+ 2\/(pQ+ 1)(gr+1)(rs+1) > max{p, q,r},

un patruplet (p, q,r, s) avand proprietatea ca produsul a oricare doua dintre
elementele sale + 1 este patrat perfect. Cel mai mic astfel de triplet (nenul)
este (0, 1, 3); acesta produce (0,1, 3,8), si acum (1, 3,8) produce (1, 3,8,120),
un exemplu gasit deja de PIERRE DE FERMAT.

Demonstratie. Valorile s = p+q+7+2pgr+2+/(pq + 1)(gr + 1)(rs + 1)
sunt radacinile ecuatiei patratice

s2—=2p+q+7+2pqr)s+p* + ¢ +1° —2(pg+ qr +1p) —4 =0,
care se scrie gi ca

PP+t 42 —2pg+qr+rp+ps+qs+rs)—4Apgrs —4 =0,
la randul ei putand fi scrisa in modurile

(p+q—r—15)°=4(pg+1)(rs+1),
(p+s—q—7)°=4(gr+1)(ps+1),
(p+r—q—25)?2=4(rp+1)(gs +1).

Dar cum pg+1, qr+1 si rp+ 1 sunt presupuse a fi simultan patrate perfecte,
rezultd ¢i cd rs+ 1, ps 4+ 1 si gs + 1 sunt simultan patrate perfecte. |

Prin urmare putem genera, prin aceastd metoda, infinit de multe patru-
plete (a, b, ¢, d) de numere naturale distincte, avind proprietatea ca produsul
a oricare doué dintre elementele lor + 1 este patrat perfect, mai mult decat
cerutele ab+ 1, bc + 1, ed + 1 ¢i da + 1 (avand si ac + 1 i bd + 1). O

Subiectul (2). Fie numarul natural prim p > 5. Din scrierea zecimald a
1
numdrului — se elimind la 1intdmplare 2012 cifre aflate dupd virguld. Ardtati
. o P o a .
cd numarul ramas poate fi reprezentat sub forma —, unde a si b sunt numere

naturale prime iintre ele, tar b este multiplu al lui p.

Solutie (Imaginara). Chiar dacd nu gtim nimic despre reprezentarea zecimald
a fractiilor, problema este triviala. Fie c¢q, co, ..., ¢, cifrele zecimale eliminate,
aflate pe pozitiile p1,p2, ..., pn, st N = max{p1,p2,...,pn}. Atunci

b p

< 107k Cp 10N ploN

a 1 z”:ck_1 K 10Y —pK
k.f

Cum evident 10V — pK si p sunt prime intre ele, rezulti ca p | b (chiar si
dupa posibile simplificari). Unde este greseala? O
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Altfel, scrierea zecimald a lui — este periodicd, — = 0, (didy...dy). Dupa

eliminarea a n cifre, se creaza o parte "mixta", formata din N cifre, urmata

a
iarasi de partea periodica, deci 7= 0,mimg...my(didy...dg). Prin urmare

a mlmg...mN+ 1 _Mp+1
b 10N 10¥Np  10Np '

unde M = mymg...my. Cum evident Mp + 1 si p sunt prime intre ele,
rezultd ca p | b (chiar si dupd posibile simplificari).

Remarca. Evident, am lucrat cu n = 2012; de asemenea, nu conteaza ca
numarul p este prim, ci doar ca nu se divide prin 2, nici prin 5. Pentru orice

p
fractie —, cu p ca mai sus, si 1 < r < p — 1 relativ prim cu p, demonstratia
p

raméne valabila, cu aceeasi concluzie p | b. De fapt, se poate spune chiar mai
mult, anume ci daca p = 2°5%¢, cu o, 8 > 0, iar ¢ > 1 coprim cu 2 si 5,
atunci ¢ | b.

a
Clarificari. Fie o fractie —, cu p > 1 un intreg pozitiv relativ prim cu 10, si

1 <a <p-1. Fie k ordinul (multiplicativ) al lui 10 modulo p, adica cel mai
mic intreg pozitiv pentru care p | 10¥ — 1. Atunci 10¥ — 1 = pK. Vom avea
aK < 10 — 1, deci aK are cel mult k cifre in scrierea sa in baza 10. Vom
scrie a K = dids . .. dg, unde eventual primele cifre la stanga sunt 0. Atunci

a aK 1 1
—=—— 4K |—4—r+- | =0,(aK
p 10F—1 <10k LT > (aK)
deci scrierea zecimals a lui < este periodica. O

Subiectul (3). Fie triunghiul ABC avind m(£BAC) = 90°. Bisectoarea
unghiului ZACB intersecteaza segmentul (AB) in punctul E. Dacd existd
D € (CE) astfel incit m(LDAC) = m(£LBDE) = z°, atunci calculali z.

Exprimarea din enunt, este nefericita. Un astfel de punct D intotdeauna
existd, anume D = I, centrul cercului inscris in AABC, pentru care /I AC =
/BIE = 45°.2 Altfel, din considerente de continuitate, cand D parcurge C'E,
de la D spre E, unghiul ZDAC' cregte de la 0° la 90°, iar unghiul ZBDFE
creste de la %AC’ la 90° — %ZC’. Dar aceasta inseamna ca functia continua
f(D) = ZBDE — ZDAC ia valorile f(C) = 54C > 0si f(E) = —54C <0,
deci trebuie si existe (mécar) un punct D pentru care f(D) = 0. Iar daca
mai multe existd, cum se cere determinarea unui (unic) z, tot valoarea
45 trebuie sa fie. Poate ci exact aceasta observatie ar trebui si conduca la
eleganta solutie sintetica ce urmeaza, unde se demonstreaza ca D = I este
singurul astfel de punct.

2Ma4 voi dispensa de a scrie m(Za), folosind pur si simplu scrierea Za.. Desi poate ca
nu este tocmai pedagogic, notatiile sunt mult usurate, si asta este ceea ce conteaza.
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Solutie. (Ioan Laurentiu Ploscaru)

Fie T simetricul punctului A fatd de dreapta C'E; evident T € (BC),
deoarece C'E este bisectoarea lui ZAC'B. Dar atunci /BDE = /DAC =
/DTC, prin urmare /BDC = /BTD. Inseamni ci triunghiurile ABDC
si ABTD sunt asemenea, deci /TDB = %LC. Dar si /TAB = %C, deci
/TAB = /T DB, si deci patrulaterul ABT' D este inscriptibil. De aici rezulta
/LBAD = /DTC = £ZDAC, deci AD este bisectoarea unghiului ZBAC (si
evident, atunci i BD este bisectoarea unghiului ZABC| prin urmare D este
centrul I al cercului inscris in AABC). Asadar z = 45. O

Solutie Trigonometrica. Fie B’ piciorul perpendicularei din B pe CE, fie D’
piciorul perpendicularei din D pe AC, i fie A = CD. Avem

Asin ¢
, ~
tan ZDAC = Zgl = 2 C)
AC — X cos 5
C
/ BC'sin —
tan /BDE = D2 _ 2

! R/ :
DB BCCOS%—)\

Dar atunci, din ZDAC = ZBDE, avem si tan ZDAC = tan /BDFE, deci

)\sing BC sin%

AC—)\COS% BCCOS%—)\

Cum sin% £ 0, rezulta A2 — 2ABC cos% + AC - BC' =0, cu ridacinile

C / C AC
_ 2 _
A2 = BC cos > + BCy/cos 5 ok

A
Avand si AC = BC cosC, deci cos? ¢_ B—g = sin? %, obtinem in cele
din urma A2 = BC <cos§ :I:sini). Dar cum BCCOS% =CB > CFE,

. . . . c . C
iar cos Bl > sin o> singura valoare permisa este A = BC | cos 5 sin 2).

Aceasta inseamné cd un astfel de punct D este unic determinat, si cum D = I
verificd, totul este demonstrat. Oricum, din formula pentru tan ZDAC avem

C ( c . C’> . C
)\ Sin —_ COS 5 — Sin 5 Sin 5
tan Z/DAC = P =1,
C c . C C
AC —Xcos—  cosC — [ cos — — sin — | cos —
2 2 2 2
adica z° = LDAC = 45°. O

Subiectul (4). Fie A C {1,2,...,26}, cu 7 elemente. Aratali ca ezistda doud
submultimi distincte ale lui A, avind aceeasi sumd a elementelor lor.
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Solutie. Multimea A are 27 — 1 = 127 submultimi nevide. Dintre acestea,
una are 7 elemente, 7 au 6 elemente, si 21 au 5 elemente. Prin urmare
127—1—-7—21 = 98 submultimi nevide ale multimii A au cel mult 4 elemente.
Suma maxima a elementelor unei submultimi cu 4 elemente a lui {1,2,...,26}
este insa 26 + 25+ 24+ 23 = 98. Daca 26, 25, 24,23 € A, atunci submultimile
sale {23,26} si {24,25} ar avea aceeagi suma. Daca nu, atunci, din principiul
cutiei, doud submultimi distincte ale sale cu cel mult 4 elemente, fie ele B
si C, vor avea aceeagi suma a elementelor lor; mai mult, atunci vor exista si
doud astfel de submultimi disjuncte, anume B\ C' si C'\ B.

O multime cu 6 elemente, cu sume distincte ale elementelor tuturor
submultimilor sale, este Ag = {11,17,20,22,23,24}, ceea ce deci exhiba un
contraexemplu cu |A| = 6. Singura astfel de multime cu 7 elemente, avand
elementul cel mai mare minim, este A7 = {20, 31, 37,40, 42,43,44}. Aceasta
aratd cd rezultatul din problema raméane adevarat pentru A C {1,2,...,43},
dar rezultatele de mai sus au fost obtinute prin programe de calculator! [J

Remarca. Metoda este bine-cunoscuté; de pilda ea este folosita in Problema
12, AIME 1986. O problema similara, cu A C {1,2,...,100} si |[A| = 10,
se rezolva chiar mai rapid, caci suma celor mai mari 10 numere posibile este
91 +--- + 100 = 955 < 1023 = 20 — 1 submultimi nevide ale lui A. De fapt
singurul contraexemplu cu 9 elemente, avand elementul cel mai mare minim,
este Ag = {77,117,137,148, 154,157,159, 160, 161} (dar existd multimi Ag cu
elementul cel mai mare egal cu 84), deci |A| =9 era suficient.

Pe de alta parte, Problema 18, Baltic Way 1998, gaseste o astfel de
multime cu n elemente, toate mai mici decat 2"~!, pentru orice n > 4.
Astfel, pentru n = 4, multimea A4 = {3,5,6,7} satisface. Daca o astfel

de multime A,, = {a1,aq,...,a,} satisface, atunci va satisface gi multimea
An+1 = {1, 2(11, 2&2, ey 2an}.

In aceeagi ordine de idei, va prezint urmatoarea

Problema. O mullime S este formata din n numere reale (strict) pozitive.
n

Ardtati ca nu mai mult de dintre submultimile sale pot avea o aceeasi

n +
suma a elementelor lor.

Solutie. Va las pliacerea si o rezolvati singuri ... O

Rezultatele Testului Juniori nu sunt deloc concludente, cédci numai 14
concurenti au participat, dintre care doar 5 din Roméania. Probabil este vorba
de o excelenta popularizare, sau am saracit complet in generatia noastra de
schimb. ITar punctajele ...

Subiect/Puncte | 7T—6 |5 —4[3—-2]1-0
1 4 1 4 )
2 2 12
3 1 13
4 4 10




3. CLAsA A VI-A

Subiectul (3).

a) Sa dse determine multimea M = {(z,y) € Z X Z | bz + Ty = 1}.

b) Sa se determine cel mai mare numar natural n care nu poate fi scris
sub forma n = 5x + Ty, unde x,y € N. Justificd raspunsul.

Maria Pop, Cluj

Solutie. Aproape ca nici nu merita sa-mi bat gura ... Cum poate fi semnata
o astfel de problema? Presupun cd autorii celor doud probleme prezentate
aici sunt inruditi; ar trebui poate o mai mare grija in a evita astfel de lucruri.

a) Este clasicul rezultat ca dacad p,q € Z* x Z* cu c.m.m.d. c.(p,q) = 1,
atunci exista (z,y) € Z x Z astfel incat pxr + qy = 1, si anume, daca (g, yo)
este o solutie, atunci existd m € Z pentru care © = xg — mq si y = yo + mp.
Cum (x0,y0) = (3, —2) este o solutie pentru (p,q) = (5,7), inseamna ca

M={(x,y) €ZxZ|5x+Ty=1} ={(83—Tm,—2+5m) | m € Z}.

b) Este la fel de clasicul rezultat, cunoscut sub numele de SYLVESTER,
FrOBENIUS, sau "Chicken McNugget", care afirma ca, in conditiile de mai
sus, cel mai mare numar natural n care nu poate fi scris sub forma n = pr+qy,
cuz,y €N, este n = pg—p—q (si deci toate numerele n > (p—1)(¢ — 1) pot
fi astfel reprezentate). Asadar, la noi, n = 23. U

Remarca. Rezultatele sunt cele de agteptat, in aceste conditii

Puncte | 7—6|5—-413—-2]1-0
# Note 3 4 100

Astfel de rezultate teoretice, sau sunt cunoscute de concurenti (ceea ce
se pare ca nu era cazul), sau au o sansd minima de a fi "descoperite" in focul
luptei, in toiul unei competitii.

Subiectul (4). Un bloc in forma de cub este format din 27 de camere identice.
Cu exceptia camerei centrale, care este inaccesibild, se poate trece din orice
camerd in orice camerd vecind (doud camere sunt vecine dacd au un perete
comun pe orizontald sau verticald).

a) Pot fi impartite cele 26 de camere accesibile in 13 perechi de cate
doud camere vecine? Justificd raspunsul.

b) Poate cineva sd wviziteze toate camerele accesibile trecand o singurd
data prin fiecare? Justifica raspunsul.

VasiLE Pop, Cluj

Solutie. Facem o colorare alternativa alb-negru a celor 27 de camere (cuburi
mici in care este Impartit cubul mare), ca la o tabld de gah tridimensional,
sd zicem avand cubul din stanga-fati-jos colorat in alb. Avantajul acestei

colorari este cd acum camere vecine sunt colorate diferit. O simpla
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numarare aratd ca dintre cele 26 de camere accesibile, 14 sunt colorate in alb,
i 12 in negru (camera inaccesibild primeste culoarea negru).

a) Raspunsul este deci NU, céici fiecare pereche de cate doud camere
vecine contine cite una din fiecare culoare, deci ar trebui sa fie 13 albe gi 13
negre.

b) Raspunsul este tot NU, céaci camerele vecine din orice drum trebuie
sa fie colorate diferit. Un drum care trece o singura data prin fiecare camera
accesibild ar trebui deci sa contina 13 camere albe gi 13 negre.

Un raspuns rapid, bazat pe punctul a), este ca daca un astfel de drum ar
exista, am putea partitiona cele 26 de camere accesibile in 13 perechi de cate
doud camere vecine, ludnd pur si simplu camerele (1,2),(3,4),...,(25,26)
din drum. Astfel, se vede cd punctul a) a fost intentionat drept "ajutator".

In limbaj de Teoria Grafurilor, fie graful avand drept varfuri cele 26
de camere accesibile, gi drept muchii perechile de camere vecine. Punctul a)
intreaba despre existenta unui cuplaj perfect, iar punctul b) intreaba despre
existenta unui drum Hamiltonian (care ar da un astfel de cuplaj perfect). O

Remarca. Simona Diaconu imi atrage atentia ca o problema in care cubul
central este si el accesibil a fost utilizata ca Problema 14, Stanford University
EPGY, 2008. Intrebarea era daci existd un drum Hamiltonian cu originea in
cubul central, iar raspunsul este NU, din motivele invocate mai sus. Desigur,
exista alte drumuri Hamiltoniene (cu originea intr-un colt, de exemplu).

1123 18 | 17 | 16 19 120 | 21
EtajI| 6|54 EtajII| 13 |14 | 15 Etaj IIT | 24 | 23 | 22
71819 12 111 | 10 25|26 | 27

Problema a fost dati si la clasa a V-a (Subiectul 4), si clasa a VII-a
(Subiectul 3, punctul ¢)), fard punctul "ajutiator" a). Rezultatele nu au fost
pe masura, poate printre altele gi pentru cd era mai simplu si se spuni 27
de cuburi mici, cu latura o treime din cea a cubului mare, enuntul putand fi
neclar aga cum a fost prezentat. Rezultatele au fost dupa cum urmeaza

Clasa/Puncte | 7—6 |5—4|3—-2|1-0
a V-a 3 23 167

a Vl-a 5 102

a VIl-a 2 8 26 76

4. CLASA A VII-A

Subiectul (3).
a) Pentru n € N*. sa se calculeze ca suma primelor 3n zecimale ale

numdarului a = (1/2)*".
b) Aritati ci >+ — + — 4.+ ! > 1
ratafi cd — + — + —+ 0 F e > —.
5 11 19 20122 42011 ~ 2

GHEORGHE F1aNu, Stefan cel Mare

¢) Subiectul 4 de la clasa a VI-a, discutat mai sus.



Solutie.

1 10n 1 n 1 n 1 n 1 3n
A = — = _— _= _— - — -
a) Avem a <2> (210> (1024> < <1000> (10) ’
deci suma primelor 3n zecimale ale numarului a este zero.
b) Avem, pentru n > 1,
n

L L ! LN o (I N
= (k+1)+k " 30 kzl(k+1)2+(k+1)_30 —\k+1 k+2)’

n
ceea ce se telescopeaza la g
k=1

1 1 1
_l_f

0t e .
(k+1)2+k:>30 5 nt 2 €Ja mal mare

1
decit — pentru n = 28. A folosi n = 2011 este ceea ce americanii numesc

"overkill"; decat daca poate autorul a "inventat" o alta solutie, mai grosolana.
Chestiile astea afecteazd mai ales concurentii mai buni, care se agteapta ca
enuntul sa fie cat de cat "strans". O

5. CLASA A VIII-aA

Subiectul (1).
a) Sa se rezolve in mulfimea numerelor intregi ecuatia x* — y* = 16.
n? — 2012

b) Gasiti cel mai mare numar natural n pentru care hr1 €.
n

3
¢) Gasiti numerele reale a si b dacd max{a® — b+ 1,6 +a+1} < T

AURELIA CATAROS & GABRIELA RUSE, Calarasi

Solutie.
a) Avem z* — y* = (z — y)(z + y)(2® + y?) = 2* = 16. Din foarte
putinele cazuri raméane doar (z,y) = (£2,0).
7 — 2012 2011
b) Avem —— =25 — 1 -
n+1 n+1
mai mare numar natural n cerut este n 4+ 1 = 2011, deci n = 2010.

3 1 2 1 2 3
C)Avem2Z(aQ—b+1)+(bQ+a+1):<a+2> +<b—2> +5

. Din n+1 | 2011 rezulta ca cel

, 1\? 1\? 1
deci (a+=-) +|b— < SO,deundea:—§§1b: ]

1
2 2 2
Subiectul (2).

b) Se considera 835 de puncte in plan My, Ms, ..., Mgss si un patrat de
latura 1. Sa se arate cd existd doud vdrfuri adiacente A si B ale pdtratului
astfel incdat suma perimetrelor triunghiurilor AM\B, AMsB, ..., AMgs3sB sd
fie mai mare decdt 2012.

VasiLE Pop, Cluj



Solutie. Fie A, B,C, D, varfurile patratului. Notadm cu perim(F) perimetrul

835 835 835
unei figuri F. Atunci Pap = Z perim(AM;B) = 835+ Z AM;, + Z BM,;,,
k=1 k=1 k=1
si celelalte aseméanatoare. Prin urmare
835
Pap + Ppc+ Pop + Ppa=4-835+2Y (AMj, + BMj, + CMj, + DMy,).
k=1

Dar pentru orice punct M din plan avem
AM +BM +CM + DM = (AM +CM)+ (BM +DM) > AC + BD = 2V/2,

cu egalitate doar pentru M € ACNBD, adica pentru M in centrul patratului
ABCD. Prin urmare

Pag + Pgc + Pop + Ppa > 4-835(1 4+ v/2) > 4-2012.

Dar atunci (méacar) unul dintre cei patru termeni din stinga este mai mare

decat 2012. O

Remarca. Cam prea multa geometrie (Subiectele 2,3 si 4), in timp ce singura
problema de alt fel este triviala, in toate cele trei subpuncte ale sale.

A propos, sunt suficiente 834 de puncte! Probabil ci autorul s-a gandit
la solutia 835(1 +v/2) > 835(1 4 1.41) > 2012, unde nu putem inlocui 835 cu
834. Dar evident, cautand cel mai mic intreg n pentru care n(1+ \@) > 2012,
adica 2n? > (2012 — n)?, stiind ca am facut o aproximare prin adaos, putem
incerca gi n = 834. Aceasta ne di 1391112 > 1387684, iar daca incercam si
n = 833, aceasta ne dd 1387778 < 1390041, deci numarul cautat este n = 834.

6. INCHEIERE

Prea multe gregeli de tipar. Scrierea in Word este anacronica in zilele
noastre, cand ITEX este curent folosit, si permite o prezentare mult mai
elegantd si estetic placuta. Lipsesc solutiile oficiale la Testul Juniori gi probele
pe clasd; un concurs nu devine educativ decat cand concurentii, dupa ce au
avut poate dificultiati cu unele probleme, pot invita din solutiile oficiale, care
trebuie si fie un model de claritate, cu metode alternative si trimiteri la alte
rezultate teoretice ...

Am auzit si cd la Testul Seniori a fost refuzati folosirea Teoremei lui
Zsigmondy, post factum. S-a sugerat cd un concurent trebuie sa trimitd un
biletel Comisiei, pentru a intreba daca folosirea cutarei teoreme este permisa.
Oricum acest lucru nu se poate face intr-o competitie internationald, unde nu
se mai pot pune intrebari dupa trecerea perioadei de gratie de 1/2 orad. Trebuie
sa intelegem ca acesti concurenti super-specializati cunosc uneori metode pe
care corectorii lor poate nu le-au intalnit; mai mult, dacd o anumita teorema
chiar "omoard" o problemé&, vina este a problemei, si a celor care nu s-au
gandit la acest lucru, si nu a matematicianului inarmat pentru razboi, caruia
i se spune sa lupte "cu o ména legata la spate".



