Cum folosim cazuri particulare in rezolvarea unor probleme
GHEORGHE ECKSTEIN!

Atunci cand intalnim o problema pe care nu stim s-o abordam, adesea este bine
sa consideram cazuri particulare ale acesteia. Putem astfel intelege mai bine ,,uni-
versul” problemei i sa ne apropiem de rezolvarea ei. Vom ilustra cele de mai sus
cu doua exemple inrudite.

Problema 1. Fie P un punct situat in interiorul cercului 4. Prin punctul P se
duc trei coarde care determina in jurul punctului P sase unghiuri de 60°. Notam
A,B,C,D,E,F (in ordine) capetele acestor coarde. Aratati ca

PA+ PC+ PE=PB+ PD + PF.

Solutie:

Intrucat pozitia punctului P si directiile coardelor sunt neprecizate, calcularea
lungimii segmentelor este dificila. Sa remarcam ca enuntul trebuie sa ramana
valabil gi daca ,,impingem” punctul P pana la ,,margine”, adica daca luam punctul
P pe cercul .

Cele trei coarde devin [PA], [PB], [PC] si A, B, C devin varfurile unui triunghi
echilateral inscris in cercul €. Trebuie sa aratam ca PA + PC = PB. Aceasta
proprietate a triunghiului echilateral este cunoscuta. Ea se poate demonstra cu
ajutorul unei rotatii a figurii cu 60° in jurul varfului A. O demonstratie calculatorie:
Fie 2o = m(<POA). Atunci, daca cercul € are raza de lungime r, PA = 2rsin «,
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PB = 2rsin(a 4 60°), PC' = 2rsin(a + 120°) si, cum sina + sin(a + 120°) =
2sin(a + 60°) cos 60° = sin(a + 60°), rezulta PA+ PC = PB.

Cum putem folosi cazul particular? Sa reluam problema generala.

Sa ducem prin P un cerc concentric cu ¢ si fie A’, B/, C' intersectiile acestuia cu
coardele. Conform cazului particular avem PA’ + PC’ = PB'. Insi segmentele
[AA'] si [PD] determinate de cele doua cercuri concentrice pe coarda [AD] sunt
congruente. Analog, [PE] = [BB'] si [PF] = [CC'] de unde PA + PC + PE =
PA'+ A'A+ PC'+C'C+ PE = PB'+ PD+ PE+ PF = PB+ PD + PF.




Problema 2. (Problema impartirii pizzei)?

Fie P un punct in interiorul cercului 4. Prin punctul P se duc patru coarde care
determina in jurul punctului P opt unghiuri de 45°. Se coloreaza in ,,alb” si ,,rogu”
(alternativ) cele opt ,,sectoare” formate. Atunci aria alba este egala cu aria rosie.

Solutie:

Evident, nu stim sa calculam aria sectoarelor din problema. (Acest calcul se
poate face folosind analiza matematica, dar cu mijloace care depasgesc nivelul
cunostintelor de liceu.) Ca si la problema precedenta, sa vedem ce se intampla
in cazul ,,limita”: punctul P este situat pe cerc.

2sau Pizza theorem, vezi https://en.wikipedia.org/wiki/Pizza_theorem



Fie [PA], [PB], [PC], [PD] cele patru coarde. Punctele A, B, C', D vor fi varfurile
unui patrat. Aria rogie va fi formata din doua segmente de cerc subintinse de [AB]
si [CD] si din triunghiurile PAB si PC'D. Deoarece suma distantelor de la P la
dreptele AB si C'D este egala cu latura patratului, vom avea

o(APAB) + o(APCD) = % +(ABCD),

de unde rezulta ca aria rosie este jumatate din aria discului, deci este egala cu aria
alba.

Cum folosim acest caz particular la rezolvarea problemei generale?

Ca gi in problema precedenta, ducem prin P un cerc ¢’ concentric cu 4. Atunci,
conform cazului particular, ariile alba si rogie din interiorul discului €” vor fi egale.
Ramane sa aratam ca ariile alba si rosgie din interiorul coroanei cuprinse intre ¢’
si € sunt egale.

° O

Fie P € ¢ si [AC] si [BD] doua coarde care trec prin P si care determina intre
ele un unghi o. Vrem sa calculam aria albastra (cuprinsa in coroana in unghiul
«). Ducem [MN] o coarda paralela cu [AC] si notam {P'} = [BD] N [MN]. Sa
examinam cum s-a modificat aria albastra la deplasarea lui [AC] pana la [MN].
La aria initiala s-a adaugat zona CPM’'M si s-a scos zona A’ANN'.



Este usor de vazut ca cele doua zone sunt simetrice fata de mediatoarea lui [AC],
asadar deplasand paralel coarda [AC], aria albastra nu-gi schimba marimea.
Deplasand paralel ambele coarde, [AC] si [BD], pana cand devin diametri, aria
albastra se calculeaza ugor: ea este egala cu a(r2 -7 2) unde « este masura in
radiani a unghiului dintre coarde, iar r, 1’ razele cercurilor concentrice.

Revenind la problema noastra, constatam ca aria rosie din coroana construita este

™ 2 ANV o . . . A . .
2 - 1 (7“2 — 7' ), adica jumatate din aria coroanei, ceea ce incheie demonstratia.



