Societatea de Stiinte Matematice din Roméania Ministerul Educatiei Nationale

. ] MINISTERUL
EDUCATIEI
| NATIONALE

Al patrulea test de selectie pentru OBMJ
Bucuresti, 24 mai 2013

Problema 1. Fie A un punct pe semicercul de diametru [BC], iar X un punct oarecare din
interiorul triunghiului ABC. Dreapta BX intersecteaza semicercul a doua oard in K si latura
(AC) in F, iar dreapta C'X intersecteaza semicercul a doua oara in L si latura (AB) in E. Aratati
ca cercurile circumscrise triunghiurilor AKF si AEL sunt tangente.

Solutie: Fie O mijlocul diametrului [BC]. Vom demonstra ci AO este tangenta cercurilor cir-
cumscrise triunghiurilor AKF gi AEL, de unde va rezulta ca cele doua cercuri sunt tangente.
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Deoarece triunghiul AOC este isoscel, avem m(ZCAO) = m(LACO) = m(LAKB) = 3 m(AF)

(in cercul circumseris triunghiului AKF). De aici rezulta ca AO este tangenta cercului circum-
scris triunghiului AKF. In mod analog se arata ca AO este tangenta si cercului circumscris
triunghiului AEL, de unde concluzia.

Problema 2. Fie a,b,c > 0 astfel incat a + b+ ¢ = 1. Aratati ca
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Cum a+b+c=1, avem cd a — a® = ab + ac si analoagele, deci avem de demonstrat c&

9.

l+ab+bc+ca 1+ab+bc+ca 14 ab+ be+ ca
a—+ be b+ ca ¢+ ab

>0,

adica

1 1 1
b b b)] - >9
[(a+be) + (b4 ca) + (e + ab)] <a+bc + b+ ca + c—i—ab) -7
relatie care rezulta imediat din inegalitatea dintre media armonica si cea aritmetica.
1
Egalitate avem daca a 4+ bc = b+ ca = ¢+ ab adica pentru a = b =c = 3"
Solutia 2: Folosind relatia a +b+c =1, avem a + bc = a(a+b+¢) +bc = (a+ b)(a +¢) si
analoagele. Elimindnd numitorii, inegalitatea de demonstrat se scrie echivalent
2(a+b+c)— (a®b+a’c+b%a+b’c+c?a+c?b) > 6(a’b+a’c+b%a+b%c+c2a+c?b) +12abe, adica
2(a+b+c)® > 7(a?b+a’c+b%a+b2c+c?a+c?b) +12abe. Desficand paranteza din membrul stang
si reducand termenii asemnenea, relatia revine la 2(a®+b%+¢?®) > a?b+a?c+b%a+b*c+c?a+c2b,
adica la (a — b)%(a +b) + (b —¢)2(b+¢) + (¢ — a)*(c + a) > 0, ceea ce este evident adevirat.
1
Egalitate avem dacd a =b=c = 3
Problema 3. Fie D mijlocul laturii [BC] a triunghiului ABC cu AB # AC si E proiectia lui A pe
BC'. Daci P este punctul de intersectie a mediatoarei segmentului [DE] cu perpendiculara din D
pe bisectoarea unghiului BAC, demonstrati ca P apartine cercului lui Euler al triunghiului ABC.

Solutie: Vom trata numai cazul AB > AC, cazul AB < AC fiind analog.

Fie (AN bisectoarea unghiului BAC si M mijlocul laturii AB. Deoarece P este pe medi-
atoarea segmentului [DE], avem cd DP = PE, deci m(£DPE) = 180° — 2m(£LEDP) =
180° — 2m(ZNAE) = 180° — 2(m(£NAC) — m(£ZEAC)) = 180° — m(£C) + m(<B).

Pe de altd parte, m(LDME) = m(£LBME) — m(£BMD) = 180° — 2m(4B) — m(£LA) =
m(£LC) —m(£B) = 180° —m(£DPE), deci patrulaterul DPEM este inscriptibil. Cum punctele
D, E, M sunt pe cercului lui Euler, rezulta concluzia.

Observatie: Daca N este, ca in figura de mai jos, punctul de intersectie al bisectoarei din A
cu mediatoarea laturii [BC], iar J este punctul de intersectie al dreptelor DP si AB, atunci se
arata ugor ca patrulaterul BJDN este inscriptibil, de unde NJ 1 AB. Rezulta ca DP este chiar
dreapta lui Simson corespunzatoare punctului N. Daca H este ortocentrul triunghiului ABC),
atunci conform unei probleme date la barajul al doilea, DP trece prin mijlocul lui [H N], deci se
afli pe mediatoarea lui [DE].

Rezultd c& P este mijlocul lui [HN] si se aratd ugor ci acest punct se afli pe cercul lui Euler al
triunghiului ABC.



Problema 4. Pentru o secventa (ai,as, ..., a2013) de numere intregi, spunem despre un triplet
(4,,k) cul <14 < j <k <2013 ca este progresiv daca ar — a; = a; — a; = 1. Aflati numarul
maxim de triplete progresive pe care le poate avea o secventa formata din 2013 numere intregi.

Solutie: Consideram urmatorele operatii ce pot fi ficute unei secvente (aq, as, ..., azo13):

i) Daca apy1 < apn, n = 1,2012 schimbam pozitiile celor doud numere si obtinem secventa
(@1,G2, s Gn—1, Gng1, Gy Gng2, -ns A2013)5

it) Daci apt1 = an +d+ 1 unde n = 1,2012, d > 0 atunci aduném d la fiecare dintre numerele
a1, as, ..., ay, i obtinem secventa (a1 + d,ag + d, ...,an + d, apy1, .., a2013)-

Fie m numarul maxim de triplete progresive pe care le poate avea secventa (ai,as,...,a2013)-
Este evident ca aplicand prima operatie secventei (aq, ag, ..., a2013), m nu va scadea, in plus vom
obtine o secventa de numere ordonata crescator. Aplicand a doua operatie acestei secvente, de
asemenea m nu va scadea gi vom obtine o secventa de tipul:

(a, ..., a,a+1,.,a+1l, .. a+s—1..a+s— 11)7 unde t1,%9,...,ts sunt numerele de elemente

~~ ~"

ty ta ts
din fiecare subsecventa, iar s > 3.
Pentru o astfel de subsecventa avem insa m = titats + totsty + ... +ts_ots_1ts. Ramane de gasit
cel mai bun s si cea mai buna partitie a lui 2013 in s numere naturale nenule ¢, to, ..., ¢;.
Maximul lui m se atinge pentru s = 3 sau s = 4. Daca s > 5, atunci inlocuind partitia t1, ts, ..., ts
cu to,ts, (t1 +t4), ..., ts vom obtine un m mai mare.
Pentru s = 3 avem m = tytots < (1 + t2 + t3)3/27 = 6713, asadar in acest caz valoarea maxims
a lui m este 6712 i se obtine cand t; =ty = t3 = 671.
Pentru s = 4 avem m = (t1 +t4)tats < (t; +to +t3+14)3/27 = 6713 agadar in acest caz valoarea
maximi a lui m este 6712 si se obtine cand ¢, + t4 = to = t3 = 671.
Conchidem ci maximul ciutat este m = 6715.



