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Problema 1. Fie n un num¼ar natural nenul. Determina̧ti toate numerele naturale
nenule p pentru care exist¼a numerele naturale nenule x1 < x2 < ::: < xn astfel încât

1

x1
+
2

x2
+ :::+

n

xn
= p:

Problema 2. Determina̧ti numerele naturale nenule x; y; z astfel încât 7x + 13y = 8z:

Problema 3. Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Ar¼ata̧ti c¼a tangenta comun¼a ex-
terioar¼a a cercurilor înscrise în triunghiurile ABC şi respectiv BCD; diferit¼a de BC; este
paralel¼a cu AD:

Problema 4. Determina̧ti toate numerele naturale n � 2 care au proprietatea:
exist¼a o permutare fa1; a2; :::; ang a mulţimii f1; 2; :::; ng pentru care numerele

a1 + a2 + :::+ ak; k = 1; 2; :::n;

dau resturi distincte la împ¼arţirea cu n:
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Solu̧tii

Problema 1. Fie n un num¼ar natural nenul. Determina̧ti toate numerele naturale
nenule p pentru care exist¼a numerele naturale nenule x1 < x2 < ::: < xn astfel încât
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n

xn
= p:

Irish Mathematical Olympiad

Solu̧tie. S¼a numim bune numerele p pentru care exist¼a o scriere ca în enuņt. Deoarece

1 � x1 < x2 < ::: < xn; atunci xk � k; adic¼a
k

xk
� 1; pentru orice k = 1; n; deci

1

x1
+
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x2
+ :::+

n

xn
� n:

Ca urmare, numerele bune sunt cuprinse între 1 şi n:
Vom ar¼ata c¼a orice num¼ar p 2 f1; 2; :::ng este bun. Evident, n este bun (pentru xk = k)

şi 1 este bun (pentru xk = kn): Pentru 2 � p � n� 1; putem scrie:
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Vom alege numerele x1; x2; :::; xn astfel încât suma numerelor din prima parantez¼a de
mai sus s¼a �e egal¼a cu p � 1; iar suma numerelor din a doua parantez¼a s¼a �e egal¼a cu 1:
Acest lucru se poate face pentru xk =

�
k; 1 � k � p� 1
k (n� p+ 1) ; p � k � n :

Problema 2. Determina̧ti numerele naturale nenule x; y; z astfel încât 7x + 13y = 8z:
Lucian Petrescu

Solu̧tie. Reducând ecua̧tia modulo 3 şi respectiv modulo 4 rezult¼a c¼a x şi z sunt
impare; deci z = 2m+ 1 şi x = 2n+ 1, cu m;n 2 N: Ecua̧tia devine 72n+1 + 13y = 82m+1.
a) Dac¼a n = 3s, cu s 2 N, ecua̧tia devine 76s+1 + 13y = 82m+1 şi

76s+1 + 13y � 7 � 3432s � 7 � 25s � 7 � (�1)s (mod 13) ;

iar 82m+1 = 8 � 64m � 8 � (�1)m (mod 13); deci în acest caz nu avem solu̧tii.
b) Dac¼a n = 3s + 2, cu s 2 N, ob̧tinem 76s+5 + 13y = 82m+1; cum 76s+5 + 13y �

49 � 3432s+1 � 50 � 25s � 11 � (�1)s (mod 13) şi 82m+1 = 8 � 64m � 8 � (�1)m (mod 13); de aici
rezult¼a c¼a nici în acest caz nu avem solu̧tii.
c) Dac¼a n = 3s+ 1, cu s 2 N, ob̧tinem 76s+3 + 13y = 82m+1, sau�

22m+1 � 72s+1
� �
42m+1 + 22m+1 � 72s+1 + 492s+1

�
= 13y:
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Notând a = 22m+1, b = 72s+1; se arat¼a uşor c¼a (a� b; a2 + ab+ b2) = 1, deci a � b = 1
şi a2 + ab+ b2 = 13y.
Din prima rela̧tie ob̧tinem 22m+1 = 72s+1+1, deci 22m+1 = 8�(72s � 72s�1 + : : :� 7 + 1),

22m�2 = 72s � 72s�1 + : : :� 7 + 1; fals pentru m � 2; deoarece membrul drept este impar.
Aşadar m = 1; rezult¼a c¼a s = 0; concluzion¼am c¼a x = z = 3 şi y = 2.

Problema 3. Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Ar¼ata̧ti c¼a tangenta comun¼a ex-
terioar¼a a cercurilor înscrise în triunghiurile ABC şi respectiv BCD; diferit¼a de BC; este
paralel¼a cu AD:

Ştefan Sp¼ataru

Solu̧tie. Fie I1; respectiv I2; centrele cercurilor înscrise în triunghiurile ABC şi respectiv
BCD; iar t cealalt¼a tangent¼a exterioar¼a a celor dou¼a cercuri. Dac¼a AD k BC; atunci şi I1I2
e paralel¼a cu ele; presupunem în continuare c¼a AD , BC.
Cum tangentele exterioare a dou¼a cercuri sunt simetrice fa̧t¼a de linia centrelor, înseamn¼a

c¼a t; BC şi I1I2 sunt concurente, într-un punct notat U: Not¼am cu V punctul de interseçtie
al dreptelor AD şi BC:

Întrucât m(\BI1C) = 90� +m([BAC) = 90� +m(\BDC) = m(\BI2C), rezult¼a c¼a patru-
laterul BCI2I1 este patrulater inscriptibil. Întrucât:
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adic¼a m( \AD;BC) = 2m( \I1I2; BC):
CumBC şi t sunt simetrice fa̧t¼a de I1I2; rezult¼am(\t; BC) = 2m( \I1I2; BC) = m( \AD;BC);

deci t k AD:

Problema 4. Determina̧ti toate numerele naturale n � 2 care au proprietatea:
exist¼a o permutare fa1; a2; :::; ang a mulţimii f1; 2; :::; ng pentru care numerele

a1 + a2 + :::+ ak; k = 1; 2; :::n;

dau resturi distincte la împ¼arţirea cu n:
Emil Vasile

Solu̧tie. Fie n un num¼ar cu proprietatea din enuņt. Pentru �ecare k = 1; n; �e rk
restul împ¼aŗtirii num¼arului sk = a1 + a2 + :::+ ak la n:
Vom ar¼ata c¼a a1 = n: Presupunând contrariul, exist¼a k � 2 astfel încât ak = n; rezult¼a

sk = sk�1 + n; deci n j sk � sk�1; adic¼a rk = rk�1; absurd. Aşadar a1 = n şi atunci r1 = 0:
Întrucât sn =

n (n+ 1)

2
; dac¼a n ar � impar, atunci ar rezulta c¼a n j sn; deci rn = 0 = r1;

contradiçtie. Aşadar, este necesar ca n s¼a �e par. Vom ar¼ata c¼a este şi su�cient. Pentru
aceasta, �e n 2 N� un num¼ar par şi permutarea fa1; a2; :::; ang ; de�nit¼a prin

ak =

�
n+ 1� k; k impar
k � 1; k par

:
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Demonstr¼am c¼a aceast¼a permutare are proprietatea din enuņt. Pentru orice k 2 1; n2 avem:

s2k�1 = a1 + a2 + :::+ a2k�1 = k (n� 1) + 1;
s2k = a1 + a2 + :::+ a2k = k (n+ 1) ;

deci

� r2k�1 = k (n� 1)+1�n
�
kn� (k � 1)

n

�
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k � k � 1

n

�
=

�
0 , k = 1
n� k + 1; k � 2 :

� r2k = k (n+ 1)� n
�
k (n+ 1)

n

�
= k (n+ 1)� n �

�
k +

k

n

�
= k (n+ 1)� nk = k:

Este evident c¼a dac¼a a; b 2 f1; 2; :::; n� 1g au aceeaşi paritate, atunci ra 6= rb: Pre-
supunând c¼a exist¼a k; j 2 1; n2 astfel încât r2k�1 = r2j; ar rezulta j = 0 sau j = n � k + 1;
imposibil.
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