NOTA _ELEVULUI

Asupra problemei G67
Adrian ZAHARIUC"

In RecMat - 2/2004, p. 157, am propus urmétoarea problema:

Problema 1. Spunem cd un numar natural este decompozabil dacd se poate
scrie ca suma a doud numere naturale cu aceeagi suma a cifrelor. Sa se arate cd
existd o infinitate de numere naturale care nu sunt decompozabile.

In original, problema se referea la o bazii de numeratie oarecare b. Un rationa-
ment simplu (un exemplu trivial gi un argument de paritate) ne aratd cd in cazul
b impar, multimea numerelor decompozabile coincide cu multimea numerelor pare,
deci problema este epuizati. In cazul b par, numerele nedecompozabile sunt mult
mai rare. In cele ce urmeazs, ne vom referi la cazul decimal, b = 10, pentru a evita
complicatii inutile. Cititorul poate extinde folosind exact aceeagi tehnicd rezultatul
obtinut in cazul b = 10 pentru orice numar b par.

Scopul acestei Note este de a da o forma generald simpld tuturor numerelor nede-
compozabile. Voi da raspunsul la aceasta problema inca din enunt:

Problema 2. Un numar natural n este nedecompozabil dacd gi numai dacd are
una din formele: 19...99,39...99,59...99, 79...99, 99...99, cu un numar impar
de cifre sau 29...99, 49...99, 69...99, 89...99, cu un numar par de cifre.

Solutie. Sa rezolvam intai partea mai delicata: dacd n nu are nici una din-
tre formele mentionate mai sus, atunci n este decompozabil. Aceasta rezultd din
urmatoarele doua leme:

Lema 1. Pentru orice astfel de n, exista a < n astfel incat
s(a) = s(n — a)(mod 2).

Demonstratie. Dacd s(n) este par, atunci ludm direct a = 0, deci ne raméane
s(n) impar. In acest caz, n trebuie si aibd o cifrd, in afard de prima, diferitd de
9 deoarece altfel ar avea una dintre formele interzise. Fie ¢ valoarea acestei cifre
gi p pozitia ei (de la dreapta la stdnga). Evident, putem alege aceastd cifrd astfel
incat inaintea ei si nu fie cifra zero. Atunci luim a = 10°P~!(c + 1). La adunarea
a+ (n — a) = n se face un singur transport, deci

s(n—a)+s(a) =s(n)+9=0(mod2) = s(a)=s(n—a)(mod?2).
Lema 2. Dacd existi a < n astfel incit s(a) = s(n — a)(mod2), atunci exista

A < n astfel incit s(A) = s(n — A).
Demonstratie. Fie k£ numarul de cifre ale lui n. Notam

a=7a10z...05, N —a=Dbiby...bg,
unde cateva dintre primele cifre pot fi 0. Stim c&
0O=a1+-4+ar+b+--+bp,=(ar+b1)+ -+ (ax + br)(mod 2),
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deci numérul elementelor multimii 7 = {7 € {1,2,...,k}; 2 nu divide a; + b;} este
par. Atunci existd I = I; U Iy o partitie a lui I in doud clase cu acelagi numar de

elemente. Fie
(ai+b)/2  i¢l

A, = (a,-+b¢+1)/2, 1e€lb
(i +b;—1)/2, icly
si B =a; +b;,— A;, i =1,k. Este clar cd A;, B; € {0,1,...,9}. Avem

k k
A1As .. Ap+B1Bsy... B, = Z (Al + Bl) 10k = Z (ai + bl) 10k = at+n—a =n.
i=1 i=1
Avem c& . .
. ai+b; L] L] a; + b;
D A=Y S T =Y T
i=1 i=1 i=1
dar
k k k k k
DAY Bi=) (ai+b)=) A=) B
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

deci s(A) = s(n — A), unde A = A1 A, ... Ay, si prima parte este rezolvati.

S& presupunem acum ca n are una dintre formele interzise si sd demonstram ca
este nedecompozabil. S& presupunem prin absurd ci existd a,b < ncua+b=n
astfel incat s(a) = s(b). Observatia esentiald este cd la adunarea a + b = n nu se fac
transporturi. Sa presupunem prin absurd cd totusi am avea transporturi. Sa ludm
cifra cea mai nesemnificativd (cea mai din dreapta) la care se face transport. Din
faptul ca este cea mai nesemnificativa cifra cu aceastd proprietate rezulta ca la cifra
din dreapta sa nu s-a facut transport. Atunci aceastd cifrd este obtinutd doar prin
adunarea unei cifre m a lui a cu o cifrd n a lui b, dar m+n < 18, iar restul impdartirii
lui m +n la 10 trebuie sa fie 9, deci m +n = 9. Rezulta ci la acea cifrd nu s-a ficut
transport, contradictie. Atunci s(n) = s(a) + s(b) = 2s(a), deci s(n) este par, insd
nici unul dintre numerele care intrd in discutie nu are suma cifrelor para gi am ajuns
la o contradictie, deci n este nedecompozabil.

Recreatii ... matematice

1. In "egalitatea"
XXIII
— =11
mutati un betisor astfel incat s obtineti o egalitate aproximativa cat mai buna.
Roxana Capatana, eleva, lasi

2. Ad&ugati o cifrd pard la dreapta unui numar, astfel incat sa obtineti un numéar
impar.
P Gabriel Popa, Iasi

Nota. Raspunsurile se gasesc la p. 26.
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